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lieber die Bedingung, unter welcher eine Flächen- 
familie einem orthogonalen Flächensystem angehört. 

(Von Herrn J. Weingarten.) 



Ijekanntlich hat Bouquet {Liouville Journ. Tome XI) zuerst darauf 
hingewiesen, dass nicht zu jeder Flächenschaar Q^f{x,y,s) zwei andere 
Flächenschaaren angegeben werden können, die mit ihr ein System sich 
orthogonal schneidender Flächen bilden. Er zeigte, dass die Bedingung der 
Existenz zweier solcher Schaaren an die Erfüllung einer Differentialglei- 
chung für den Parameter q geknüpft ist, die er in dem besonderen Fall, 
dass Q von der Form y(a?) + V^(y)+x(Ä) ist, ausführte, von deren allgemeiner 
Herleitung er der scheinbaren Complication der Rechiiung wegen, Abstand 
nahm. Die schönen Untersuchungen über orthogonale Flächensysteme von 
Serret und die späteren von Bonnet, welche dieser Bemerkung folgten, haben 
jene Differentialgleichung nicht zugänglicher gemacht. Erst nachdem Lety 
in einer ausgezeichneten Abhandlung (Journal de T^cole polytechnique, Tome 
XVI, 1870) eine geometrische Bedingung, die für die Existenz dieser Flächen- 
systeme hinreichend und nothwendig ist, kennen gelehrt hatte, gelang es Cayley 
(Comptes rendus LXXIV) die erwähnte Differentialgleichung dritter Ordnung in 
einer sehr complicirten Form aufzustellen, deren Herleitung von Darboux, der 
die Theorie der in Rede stehenden Flächen vielfach bereichert hat, vereinfacht 
wurde. Endlich hat Schläfli im 76. Bde. dieses Journals die nämliche Diffe- 
rentialgleichung in einer unausgeführten Form aufgestellt. 

Es scheint daher, dass die Frage nach der Bedingung, unter welcher 
eine Flächenfamilie einem orthogonalen Flächensysteme angehört, bisher 
nicht eine Erledigung von der Einfachheit gefunden hat, deren sie fähig ist. 
Die nachstehenden Entwickelungen haben den Zweck eine solche zu geben. 

^ 1. 
Es seien p = f{x, y, «), pi = /; (a?, y, a , pj = ft {x, y, z) die Gleichungen 
dreier Flächenschaaren, welche ein orthogonales System bilden. Die Lage 
eines Punktes (xyz) im Räume ist alsdann bestimmt durch die Werthe, 

Journal für Mathematik Bd. LXXXUI. Heft 1. 1 
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welche (>(>i(>2 in ihm besitzen, und das Quadrat der Entfernung dieses Punkts 
von einem ihm unendlich nahe gelegenen ist durch die Gleichung 

dx'+dy'+dz'' = H'dQ'+H]d(fl+HldQl 

gegeben. Die Werthe von HH^H^ sind im Punkte (xyz) 

"' /(S)'+(|)'+®)" ' "" /(B'+(4)'+(^)"' 



und genttgen, falls man sie durch die für diesen Punkt gegebenen Grössen 
99i92 bestimmt denkt, einem System partieller Differentialgleichungen, das 
zuerst von Lami (Le9ons sur les coordonn^es curvilignes pag. 76 et sequ.) 
angestellt, worden ist. 

Die Gerade, welche im Punkte {xyz) die durch ihn gehende Fläche 
constanter (f senkrecht durchschneidet, bildet mit den Axen der Coordinaten 
Winkel, deren Cosinus Srj^ durch 
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gegeben sind. 
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das Integral 
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Über eine geschlossene Curve, welche in einer beliebigen der Flächen 
p=rconst gelegen ist, und die die ganze Begrenzung eines von Unstetig- 
keiten ^eien Stücks derselben bildet, so wird 

^ "J Kd^dQ, "^ dy dg, ■*" dz dQ,J^^''^\dx 6g, '^ dy dg, '^ Bz'd^J^^^V 

und da nach dem Dtipinschen Theorem den Veränderungen von g^ oder gi 
Uebergänge in den KrUmmungslinien der Fläche g = const. entsprechen, 
also die Gleichungen bestehen: 

dl___^dx_ ^^J_j9y. ag ^ 1 dz 

oft "" n ^Qi ' ^Qi "" ^1 ^Qi ' ^Pi "" ^1 ^Qi ' 
S^^j_dx_ dri__^dy_ 6^ ^ l da 
oft "" r, dg, ' c/p, ■" r, dg, ' dg, r, dg, ' 

in denen r^Ti die Hauptkrttmmungsradien dieser Fläche in dem entsprechenden 
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/a 



Punkte des Integrationsweges bezeichnen, so gebt T Aber in das Integral 

dB . , i dB . \ 

und mit Berücksichtigung der für Flächen eines orthogonalen Systems be- 
kannten Relationen {Lame, loc. cit.) 

_1_ i_öB^ J_ 1 dB, 

r, ~ BB, dg ' r, ~ JJff, dg 

in 

„ fV i dB \ dB, . . i dB, i dB . ■] 

^ =y iB;d^-B-w'^^''^~ä-d^B:-d^''^^r 

Zwischen den Grössen HHi Hi und ihren Differentialquotienten besteht aber 
nach Lama die Gleichung {Lame, loc. cit. pag. 79, Gleichungen (10.)) 

^(\ dB i dB,\ /l dB, 1 dB\ 

Vg, dg, B dg y _ \B dg B, dg,J 

dg, dg, ' . 

in Folge deren sich fUr das Integral 



/( 



dx dy ' dz 

der Werth Null ergiebt Setzt man 

-;g^rf^+-^rf'? + '^rf? = ndx+vdy+wdz, 
so wird 



ß 



(udx+edy+wdz) = 0, 

wenn das Integral über eine willktlrliche geschlossene Curve erstreckt wird, 
welche in ihrer ganzen Ausdehnung in einer der Flächen q = const. liegt. 
In Folge einer bekannten Transformation ist diese Gleichung gleichbedeutend 
mit der folgenden: 

=y/Kt-|^)+'>(|^-^)+s(S-|)]*'. 

in welcher die doppelte Integration ttber alle Flächenelemente da des vom 
Integrationswege begrenzten Flächenstttcks der Fläche q s= const zu er- 
strecken ist. Bei der WillkUrlichkeit der Wahl dieser Begrenzung und der 
Wahl der Fläche p erfordert diese Gleichung das Verschwinden der Grösse 

für jeden Punkt des Raums, welcher der Flächenschaar Q=fix,y,z) angehört. 
Da die Grössen U9U) aus den ersten und zweiten Derivirten der Function q 

1* 
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zasammengesetzt Bind, 80 ergiebt sich, dass diese Function, falls die Glei- 
chung Q = f{x, y, i) eine Flächenschaar eines orthogonalen Systems dar- 
zustellen im Stande ist, der partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung 

genügen muss. 

Es ist jedoch fttr die Anwendung, wie fiir Transformationen dieser 
Gleichung, vortheilhafter die gleichgeltende Bedingung zu substituiren, dass 
für jede Fläche einer Schaar, die einem orthogonalen Systeme angehört, 
die Quantität 

in ein Totaldifferential übergehen muss, wenn die Differentiation nur auf 
Punkte in der Fläche bezogen wird. 

In jeder Fläche der in Rede stehenden Gattung ist daher das von einem 
gegebenen Punkte über einen beliebigen Integrationsweg erstreckte Integral 

ö^d§+-^drj + ^d!:) 
nur Function des Orts des Endpunkts dieses Weges in der Fläche. 

2. 

Der Beweis des Satzes, dass jeder Flächenschaar 9 = f{x^yyZ) die 
der oben angegebenen Bedingung Genüge leistet, zwei andere Qi = /i (a?, y, a), 
ff^ = /^ {xj y, «) zugeordnet sind, die mit ihr ein orthogonales System bilden, 
erfordert einen geringen Aufwand von Rechnung. 

Bezeichne nunmehr p = f{x, y, «) die Gleichung irgend einer Flächen- 
schaai*; seien ferner fi?t die Cosinus der Winkel der im Punkte (xyz) zu 
der betreffenden Fläche Normalen, fi 171^1 und ^3^2^} die Cosinus der Tangenten 
an die durch diesen Punkt gehenden Krümmungslinien, mit der Festsetzung 
dass die Richtung der Normalen gegen die der ersten und zweiten Tangente 
in demselben Sinne gewählt sei, wie diejenige der x-Axe gegen die Axen 
der y und «. Schliesslich mögen r, und fa die Werthe der betreffenden 
lIau))tkrUmmung8halbmesser der Fläche q im Punkte {xya) angeben. 

Setzt man der Kürze wegen: 

dS = a dx+ß dy+ydz, 
dri = a'dx^ß'dy+y'dz. 



r=/( 
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SO genttgen bekanntlich die Cosinus li^i^i den Gleichungen 

' = § i^ + rjVi+^^i, 

ans denen dorch Vertanschnng der Indices ähnliche fUr die Cosinus $2172^2 
abgeleitet werden können. Aus der Combination der letzten dieser Glei- 
chungen mit jeder der drei übrigen kann man Werthe bestimmen , welche 
den Grössen ^1 171^1 proportional sind, und findet mit Leichtigkeit die ent- 
sprechenden ihnen hinzuzufügenden Factoren. Man gelangt so zu den Glei- 
chungen 

in denen 

Multiplicirt man die dritte Gleichung der ersten Columne mit tj^ die 
zweite mit — §, und addirt die Resultate, so erhält man mit Rücksicht dar- 
auf, dass die Grössen Srj^ fi^i?i ^2^2^? die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution bilden, unter Hinzuziehung der leicht zu entwickelnden Be- 
ziehungen : 

^ dH , dH , ^ dB 



H = 



dx dy ds 

?(S)+(i)'+©' 
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die erste der nachstehenden nenn Gleichungen: 

n=.&=-y"+|[s.-f]+i 



r. 



Ans der ersten Colnmne derselben folgt 

Mnltiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit ^27 die zweite mit 972, die 
dritte mit X2 9 bezeichnet durch Ja die Grösse 

^\ OS dy y 'V dx d» ^ ^ dy dx y 

und deutet die Derivirten von H durch Hinzufiigung der entsprechenden 
Indices an, so ergiebt sich die erste Gleichung der folgenden: 

al öl 
aL al 



ÖX 



öl. ö-l- 



, j, dx . dx . K^ dx 
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und aus ihnen: 

welche Grösse durch V bezeichnet werden möge. 
Denselben Werth wird man für 

aus den für f2^2?2 gültigen Gleichungen durch eine ähnlich geführte Rech- 
nung erhalten. 

Betrachtet man nunmehr die Differentialgrösse 



in welcher 






du , ,dH ^ „ dB 



dx dy ö« ' 

80 ergiebt sich sofort: 



d» öy ~ ' dxdi^' dydz^' ö»' ^ dxdy ' dy* ' öyö» ' 

du> du d'H , , d'H , „ d'H Ö*H , d*H „ d*H 

ox 9a ' dx^ ' dxdy ' dxds dxdz dyd» öa* ' 



dy dx dxdy dy' dyd» dx' ' dxdy ' dxdz^ 

und hieraus mit Rücksicht auf die Gleichungen (I.) fUr 

^\dä~dyy'^^\di~'diJ'^^\dy~diJ 

Es ist hiemach 

oder falls man mit dem Element da einer beliebigen der Flächen q =f{xy y^ a) 
multiplicirt, und eine Integration über ein willkürlich begrenztes von Un- 
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Stetigkeiten freien Stücks derselben ausführt: 

Verschwindet daher das Integral 

für jede Begrenzung eines in einer beliebigen der Flächen Q=f{xyy,a) 
angenommenen Flächenstücks, so verschwinden auch, mit Ausnahme des 
Falls, dass flir jede dieser Flächen ri = r2 wäre, die Grössen Ji und /j- 
Man hat daher für alle Punkte des Raumes, die der Flächenschaar angehören: 

Diese Gleichungen sagen bekanntlich aus, dass die Differentialgrössen 

S2dx+t]2dy + (^2di 

durch Multiplication mit entsprechenden Factoren in Totaldifferentiale überge- 
führt werden können. 

Es sind daher unter der Voraussetzung, dass 

die nachstehenden Gleichungen erfüllt 

§ dx+f] dy-}-!^ dz = H dQ, 
Sidx+rjidy + ^^dz = Äirfpi, 
S2dx+r]2dy + 'Q2ds = ^2^(>2- 

Aus der Addition der Quadrate beider Seiten derselben ergiebt sich 

dx' + dy'+dz' = WdQ'+HldQl + HldQ] 

und daher die Folgerung, dass die Flächenschaaren (fi=fi{x,y,z)j (>2=/2(ir,y,«) 
mit der gegebenen q = f{x, y, z) ein orthogonales System bilden. 
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In dem Falle, dass für jeden Punkt der Flächenschaar q = f{x, y, «) 
die beiden HauptkrttmmnngBhalbmesser gleichwerthig sind, folgt aus der 
aufgestellten Bedingung die Existenz zweier zugeordneten mit ihr ein ortho- 
gonales System bildenden Flächenschaaren nicht. Alsdann ist die ge- 
gebene Flächenschaar entweder eine Schaar von Ebenen oder von Kugeln. 
Einer Schaar von Ebenen können bekanntlich in unbegrenzter Mannig- 
faltigkeit zwei Flächenschaaren zugeordnet werden, die mit ihr ein ortho- 
gonales System bilden (surfaces-moulures). Durch Transformation mittelst 
reciproker Radien kann man aus solchem System ein neues ableiten, in 
welchem eine Flächenschaar eine Kugelschaar ist. Die Frage ob jede 
Kugelschaar, bei willkürlicher Wahl des Orts der Mittelpunkte und der 
Radien der betreffenden Kugeln, einem Orthogonalsystem angehört, soll bei 
einer anderen Gelegenheit beantwortet werden. 

Es ist bemerkenswerth, dass das Kriterium, unter dem eine Flächen- 
schaar (> = f{x, y^ z) einem orthogonalen System angehört, streng genommen, 
nicht aus der endlichen Gleichung der Schaar, sondern aus der Differential- 
gleichung derselben 

gefolgert werden muss, da zur Entscheidung dieser Angehörigkeit offenbar 
die Kenntniss des Cosinus ^?7? in jedem Punkte des Raumes ausreichend 
ist Aus einer leichten Transformation der zu erfüllenden Gleichung 

die eine Eigenschaft des integrirenden Factors der Differentialgleichung der 
Schaar ausdrückt, ergiebt sich dieses Kriterium in einer Relation zwischen 
den ersten und zweiten Derivirten der Cosinus ^ij^, der unter anderen die 
folgende Form: 

^ - ^ dx^^ dy +" dz ^P dx ^P dy ^P d^ +^ dx +y dy ^^ ö» ' 

gegeben werden kann. 

3. 
Ist eine Flächenschaar durch die Gleichungen 

(11.) X = f{p, q,Q), y^f, (/?, q^if), z^f^ {p, q, p) 

Joamal fOr Mathematik Bd. LXXXIU. Heft 1. 2 
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gegeben, so lässt sich die Bedingung, unter der sie einem System ortho- 
gonaler Flächen angehört, mit Hülfe des besprochenen Kriteriums in nach- 
stehender Form aufstellen. Ist 

das Quadrat des Linienelements einer beliebigen Fläche dieser Schaar, und 
bezeichnet J die Determinante -2*+ -.^--^-3— , so wird 



Mi-hm+m 



Femer lassen sich die DifTerentialquotienten der Cosinus Stj^ der Normalen 
in einem gegebenen Punkt dieser Fläche limear durch die Differential- 
quotienten der entsprechenden Coordinaten nach pq ausdrücken, und zwar 
mit Hülfe eines Systems von Coefificienten, das in der allgemeinen Theorie 
der krummen Flächen eine entscheidende Rolle spielt (Vergl. Ueber eine 
besondere Classe auf einander abwickelbarer Flächen, Bd. 59 dieses Journals 
pag. 382.') Man hat danach die Beziehungen : 



\i 



cp cp ^ cq • öq vp ^ cq 



^ ^ ap op oq cq cp ^ cq 

. cp vp ^ cq oq cp cq 

welchen man noch eine dritte Reihe für die Differentialquotienten von ^1;^ nach 
9 mit den Coefficienten P' Q'^ beifügen könnte« die jedoch ftir das Folgende 
entbehrlich ist. Die OoeflScienten P Q F Q' lassen sich leicht durch die 
Grössen cu„ w^ w^ und die von Gam$$ in die Theorie der krummen Flächen 
eimreffihrten Determinanten 

^ _ ^ cj- cy c'z ^. _ ^ ex cjf c*w ^„ _ ^ ex cy^ ^^ 

— cp cq cp "^ cp cq cpcq cp cq cg' 

folgendermaj^sen ausdrücken: 

und sind daher in Folge der Gleichungen ^11.« gegebene Functionen der 
Gri^s^n pqg. 



Weingarten, über orthogonale FUkAensysteme. H 

Aus den Gleichungen (UL) ergiebt sich für das, durch eine ge- 
schlossene auf einer der Flächen p = const liegende Curve zu erstreckende 
Integral 

der Werih 

/[(''f+of>+(rf+(.'i^).^], 

welcher für den Fall, dass die Flächenschaar q = const. einem orthogonalen 
System angehört, verschwindet Es muss daher durch 

der partiellen Differentialgleichung 

^^^•^ dq ~ dp 

Genüge geschehen, welche Differentialgleichung die verlangte Bedingung 
ausdrückt. 

Man macht leicht die Bemerkung, dass die Grösse H hiernach der- 
selben linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung unterworfen 
ist, der in Folge der Gleichungen (IIL) die Coordinaten xys für sich, oder 
auch die Function a{x'^+y^+z!^)+ßx+yy+Ss + €, genügen*). 

Die Coefficienten P Q F Q' lassen sich, anstatt aus den Gleichungen 
(IL) direct auch aus den Coefficienten des Quadrates des Linienelements der 
Mannigfaltigkeit pq^ entnehmen. Ist 

dx^ + rfy^+ dz^ = (Opp dp^ + to,, dq^ + cü^^ rfp^ + 2co,^ dq dg + 2tü^^ dp dg + 2(j}^ dp dq 

und bezeichnet a> die Determinante -Z* + co^ w^, w^^ , femer w^y «?,, etc. die 
entsprechenden Unterdeterminanten, so ergiebt die Multiplication der De- 
terminanten D D' D" mit J^^cD die Beziehungen 



*) In dieser Bemerkung ist der Darboux^che Satz enthalten, dass eine Flächen- 
schaar g = f(x, y, 2), welche der Differentialgleichung 

i/(S)+(|)+© 

nttgt, in der aßyäi willkürliche Functionen von q sind, stets einem orthogonalen 
ystem angehört. 

2* 
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in denen die Grössen |'''^| etc. die von Christoffel (Ueber die Transfor- 
mation der homogenen Differentialausdrucke zweiten Grades Bd. 70 dieses 
Journals) angegebene Bedeutung haben. In Folge dessen erhält man 



B=i 



^99 



Benutzt man diese Werthe der Grössen P F Q Q' und H zur Bildung der 
Gleichung (IV.) so ist sie der Ausdruck der Bedingung, dass aus dem qua^ 
dratischen Differentialausdruck (der in eine Form mit constanten Coefficienten 
Überzuführen ist) 

durch eine Substitution p = y {p\ q\ p), q = y^ ip', q', p) die Coefficienten der 
Producte rfg'dp, dp'dQ, dp'dq' zum Verschwinden gebracht werden können, 
eine Bedingung, die mit derjenigen, dass die Flächen constanter Werthe 
von Q einem orthogonalen System angehören, identisch ist 

Berlin, December 1876. 
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Sur quelques propriötös des integrales des äquations 

diff^rentielles, auxquelles satisfont les modules de 

p6riodieit6 des intögrales elliptiques des deux 

premiferes espfeces. 



(Par M. L. Fuchs k Heidelberg.) 

Bxtrait d'ane lettre adress^e ä M. Hermite. 



Dans le memoire snivant je coiigois le modale Ar des fonctionB 
elliptiques comme variable ind^pendante , et je d^finis les quantit^s K et 
K' comme des fonetions de cette variable au moyen de V^quation diff^- 
rentielle k laquelle elles satisfont Soient K et IC des valeurs d^ter- 
min^es de ces fonetions pour une valeur donn^e de *, leurs valeurs qui 
correspondent aux chemins de la variable ind^pendante menant au m£me 
point Ar^ ont respectivement les formes OiK+bilC, aJK-^h^K^ oü 01,61,02,62 
sont des nombres ind^pendahts de Ar. Je d^termine ces nombres au moyen 
des principes ^tablis dans mon memoire (Joum. de M. Borchardt t 71 p. 91), 
et ensuite je d^montre, que la partie ri^elle du quotient 

TT - a^K+KK' 

est ou nulle, ou positive. Ce th^or^me comprend comme cas special le 
th^or^me connu dans la throne des fonetions elliptiques, qui dit que, pour 
une ealeur fixe de k, la partie reelle du quotient des deux integrales d^finies 
Ä' et K est positive. Comme la d^monstration de notre th^or^me plus g6- 
n^ral s'appuie sur des principes tout-k-fait diff^rents de ceux qu'on applique 
pour d^montrer le th^or^me special dans la th^orie des fonetions elliptiques^ 
eile en foumit en mSme temps une nouvelle d^monstration. 

Je consid^re ensuite dans T^quation q = e""" , q comme variable 
ind^pendante , et je fais voir, que la fonction Ar' de q qui en r^sulte par 
rinversion est, de mSme que /f, une fonction holomorphe dans rint^rieiu: 
d'un cercle Ä, d^crit autour du point g = comme centre avec un rayou 
^gal k Tunite. De cette recherche il r^sulte une connexion entre Ar' et q 
teile que lorsque q d^crit un chemin quelconque dans Tint^rieur dfe Ä, partant 
du centre et aboutissant k un point quelconque de la p^riph^rie, la fonction 



14 Fuchs, 9ur quelques equcüions diffirentielles de la thiorie des foncL ellipL 

k^ partant du point ä = doit aboutir ä Tun des points Ar = 1 , ft = oo. II 
s'ensuit que chaque point de la circonf6rence de Ä est un point de discon- 
tinnit^ de la fonction k^ de q. Yoilk la cause de la propri^t^ d^jä signaUe 
de cette fonction, de ne point permettre d'extension continuelle au delä 
de cette p^ripWrie. 

La d^pendance qu'il y a entre k^ et q et que nous venons d'indiquer, 
peut ^galement Stre caract^ris^e de cette mani^re que dans le plan de k 
k un chemin quelconque joignant le point Ar = k Tun des points Af = 1, 
Ar = 9o , correspond un chemin de q , contenu dans Tint^rieur de Ä , partant 
de g = et aboutissant ä la p^riph^rie , de sorte que la fonction k^ de q, 
holomorphe dans Tint^rieur de ^, ^puise tous les points du plan de k. 

Je consid^re en second lieu les p^riodes de Tint^grale elliptique de 
seconde esp^ce, J et J', comme fonctions de la variable ind^pendante k, 
en les d^finissant par une ^quation diff^rentielle Unfaire du second ordre ä la- 
quelle elles satisfont. Les valeurs diverses de J et J' qui correspondent 
aux chemins divers de la variable ind^pendante menant au m^me point k^ 
ont respectivement les formes ciiJ+ßiJ\ ^hJ+ßiJ', oü «i, /9i, «2, ßi sont 
des nombres ind^pendants de k. Ayant d^termin^ ces nombres, je fais 
r^tude du quotient 

7= V + ÄJ^ 

Ensuiteje consid^re dans V^quation « = e^"*^, s comme variable ind^pendante, 

1— fc' 
et je d^montre que la fonction — ^ — de s, qui en r^sulte par Tinversion, 

est aussi holomorphe dans Fint^rieur d'un cercle S, ddcrit autour du point 
s = comme centre avec un rayon ^gal ä Funit^. Mais on trouve une 

diff^rence essentielle entre la fonction ., de s et la fonction Ar^ de q dont 

il a ^t^ question plus haut: c'est que les valeurs de k correspondant aux 

points de Tint^rieur de S, n'^puisent pas tous les points du plan de Ar; au 

1— fc" 
contraire la fonction ,, de 8 pennet une extension continuelle au delä 

de la p^riph^rie de S, de teile mani^re que dans l'ext^rieur de S eile est 
aussi holomorphe pour toute valeur finie de q. Enfin notre recherche 

m6me öclaircira pourquoi c'est -^ et non -j qui joue le röle analogue ä -^ • 



Fuchs y sur quelques iquations diffireniieUes de la Ihiarie des fonct. eUipt 15 

1. 

Supposons h r^el et en valeur absolue inf^rieur ä l'anit^, et posons 

Si en prenant la racine carr^e avec le signe positif, on effectne les int^grations 
tout le loDg de Taxe r^el des x, ces integrales seront des fonctions de k 

bien determin^es. Soient a:' = y et ft^ = — , de sorte que ti est r^el et 

>1; on aura 

K^^iur , ^y K^\iur , "y 

oü la racine ^[u est positive et les int^grations s'effectaent le long de Taxe 
r^el des ^ avec le signe positif de la racine carr^e. 
En posant 

^ n dy ^ r ^ dy 



on a 



K^\iu.rix, K' = ^Yu.rj2. 



2. 

Les valeurs des fonctions 171, 172 de u itsmt d^finies dans le nnm^ro 
pr^c^dent pour des valeurs limit^es de la variable u, je me propose de les 
d^terminer pour des valeurs quelconques complexes de cette variable. Pour. 
cela je recours k leur propri^t^ connue de satisfaire k F^quation diffi^rentielle 

(A) 2fi(fi-l)-g-+2(2fi-l)^ + ii7 = 0. 

(Voir p. e. mon memoire dans le Joum. de M. Barchardt t 71, p. 118, ^q, (7.)) 
Au mSme endroit (p. 122) j'ai d^montr^ ce qui suit: 
Au point singulier ti == appartient le Systeme fondamental d'int^grales 

^ui9 fuz qui, dans le domaine du mSme point, ont les formes: 

OÜ Ho{u) est nne fonction holomorphe dans le m6me domaine, d^finie par 



16 rudu, mr fffyr« e^rnttimt iigirti^tieUa de Im. tUmhe äa 









Aa pomt »ogiüier «=1 appanieiii le »ysteme fondjunemml dmiegnleft Cn. 
r 13 ^{bL dai» le donume dn point « = 1. oot les forme« : 

oü iH| «; est ane foDctioo holomorphe dana le meme domaine. defink par 
r^nation : 



U^ny = -41og2-/^i;3^*.. 



Enfin an point gingalier a = -x appartient le Systeme fondamental dlnl^grales 
«'«n <^») quii dans le domaine de a = -sc. ont les formes: 

(•«i = e.iÄ>(»)+e.,log— , 

ob fTs^^«; est iine fonction holomorphe dans le mSme domaine, d^finie par 
r^oation: 

On a par cons^uent 

(4.) i7i = «1 1^11+ fri 1^12 ; ^2 = fl2t?ii + ft2ru, 

o& 01, fr|, Ol, ^2 sout des constantes qae neos allons d^terminer. 
£n posant 

et 

o& Ton doit prendre ^y positive et effectaer les int^grations le long de Taxe 
r^l des y avec les signes positifs des racines carr^es, on a 

Ai =- 21og2, ponr ti = 1; pois on a 
Äi = 2 log(}^+l) ^log(a-«l)- 
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Donc 

lim [iji + log (fi —1)] = 41og 2, pour ii = 1. 

En ayant ^gard aux ^quations (2.), ü Buit de la premi^re des öquations (4) : 

fti = — 1, 01 = 0. 

Par an calcul analogue il vient: 

lim 1^2 = 7t, pour ti = 1 ; et puis 

62 = 0, 02 = TT. 

La relation (4.) devient ainsi: 

(B.) ^1 = — t^i2 7 172 = 3TÜ11 . 

Nous avons de m£me 

(5.) Vi = ^1^001 + diV^z'j 172= C2raol + 4l»oo2, 

oü Ci, ifi, C2, 4^ sont des constantes que nous allons d^terminer. On voit 
imm^diatement que 

lim 171]^= 71, pour ti = c». 
n s'ensuit donc des ^quations (3.) 

dl = 0, Ci = 71. 
Posons y = fi— (n— 1)ä dans 1^2; on aura 



et 



vi 



(1— Z»)«/« „ /•» ds 



'/S "7t-. . ■ «.=/■ 



OB 



/.(,-.,[.-5=l.] ' ■ -^ /(,_„[,- ±rL.] • 



oü les int^grations doivent Stre effectu^es de la m£me mani^re que dans 
les integrales Ai^ Bi. On sl 

limA^ = 2 log 2, 

,. •> r.1 ^ 1. , 1 }(pour fi = 00) 
limB, = 21og2-limlog-i-;^^ ^ 

donc 

lim [172 )ffi + log — J = 41og 2, pour •! = (». 

Par cons^uent, en ayant ^gard aux ^quations (3.), ü vient 

1/2 = — 1) C2 = 0. 

Journal filr Mathematik Bd. LXXXIU. Heft 1. 3 
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N0U8 obtenons ainsi: 

(C) 17l = ^t?«l, ^2 = — 1?«5. 

PoBons enfin 

La d^tennination des constantes ei, /i, e2, ft exige un aotre proc^^ parce 
que 1719 172 ne sont d^finies dans le n^. pr^c^ent qae pour des valeurs 
reelles de u qui surpassent ronit^. L'une oa Tautre des 6][iiations (ß.) et 
(C.) est propre ä d^finir les fonctions 171 , 172 pour toute l'^tendue da plan n^ 
les fonctions ru? «'n? ^00 19 ^«2 ^tant d^termin^s dans ce plan. (Yoir mes 
m^moires t 66, p. 121; t 75, p. 177 du joum. de M. Borchardf). Nous 
pourrions aussi d^finir 171, 172 pour toute T^tendue du plan, en fixant leurs 
valeurs par des integrales d^finies d'apr^s la m^thode de mon m^m. t 71, 
p. 123. Une circulation de m autour du point 11 = 1 change 171, 172 en 
des fonctions Unfaires et homogenes de ces quantit^s, repr^ent^es d'apr^ 
les ^quations {B.) par la Substitution: 



* = (i: -?•)• 



De mdme une circulation de n autour de 11 = 00 change 171, 172 en des 
fonctions lin^ires et homogenes de ces quantit^, repr^sent^es d'aprös les 
6][uations (C.) par la Substitution: 



^co = ( 2^; _i)- 



Et si le m£me contour est d^crit dans le sens inverse, 171, 172 deviennent des 
fonctions lin^aires et homognes de ces quantit^ repr^ent^ par la Substitution: 

— V-2i, -1/ 

B^signons par 

la Substitution qui sert ä d^rminer les fonctions lin^aires et homogenes 
des quantit^s 171, 172, qui r^sultent d'une circulation de u autour du point 
ti = 0; on aura 

(7.) S_aD = Si.Sü, 

en d^signant comme on le^fait usuellement, une Substitution compos^e de 
deux ou de plusieurs autres, par le produit des substitutions composantes. 
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L'^uation (7.) peut €tre 6crite ainsi 

et fonmit tout de snite: 

a-.2yi = -l, /?-2<yi = 0, y = -2i, (^=-1 
ou 

(8.) « = 3, /? = -2i, y = -2i, <J = ~1; 
donc 

Or d'apr^s les ^quations (6.) et (1.) on a 

en d^signant par S"^ la substitation inverse d'ane sabBtitation S, ou en 
posant 



e. ^ = 






On en tire donc ä l'aide des ^qnations (8,): 

Mais comme une de ces ^quations est une cons^qnence des deux autres, 
elles ne pr^sentent en effet que deox ^qnations pour la d^termination des 
qnantit^s ei, /i, es, ^2. Deux autres ^qoations d^conlent de la m^thode 
snivante, par laquelle nous pourrons obtenir encore d'antres formules utiles 
pour ce memoire. 

On a (Voir p. e. mon m^m. t. 66, p. 121) 

dti, 



du 
du 



Vi 



m 



m(ii-1) ' 



oü C est ind^pendant de «. Par cons^quent 



du 

dfji 
du 



V7 



u 
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D'apris les ^quations (&) et (2.), V2 et -^ ont des valeors finies pour 



dVi 



11 = 1, savoir 172 = ^; en outre 171(11— 1) = et -;~-(fi— 1) == —1 pour ii = 1. 
Donc on a 



du 



C^-^n. 



et par cons^quent: 



(D.) 



On a de m£me: 





rf9. 


«M 


^ 


du '" 


1 


dVt _ 




du *?» 


du *•» 




«'«'o. 


«9.^ 


— -* 



— If 



11(11— 1) 



du ^ 

oü C^ est ind^pendant de u; donc 

dt?o, 



14(11—1) 



u 



du 



'Ol 



tl0l 



a 



ll-l 



du -^""^ 

En posant ti = 0, on trouve d'apr&s les ^qnations (1.) 

c = -1, 

par cons^quent 

(10.) 



du 
d»o. 



©Ol 



du 



'm 



1 



»(«—*) 



Or on d^dnit des ^qnations (6.) 

dti, 



du 

dt), 
du 



Vi 



Vi 



= J 



dv 



Ol 



du "« 



du 



*IB 



par cons^qnent on conclnt des ^qnations (/>.) et (10.) 

(11.) J =- n. 
Soit u nne quantit^ reelle et positiTe inf(^rienre ä 1, et l'int^grale 



\ Vyöf-iX«— y) 
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prise le long de Taxe r^el des y avec le signe positif de la racine carr^e; 
& regard^e comme fonetion de u satisfait k r^quation diff^rentielle {A.). Par 
un calcnl analogne k celni que nons venons de faire pour la d^termination 
de la limite de 171 pour «1 = 1, on d^duit 

lim &= —71, pour ti = 1. 

D'une mani^re semblable k celle que Ton a employ^e ci-dessns pour 172 
on trouve: 

(12.) & = -7lV,i. 

De cette ^quation et des ^quations (B.) on conclnt, que & repr^sente, pour 
des valeurs reelles de u comprises entre et 1, la continuation de la fonetion 
—r]2 teile qu'elle est d^finie par T^qnation (B.) ou (C). Done on a 

lim 172 = — lini ^ , pour ti = 0, 
Mais en posant 

6f = Aii+Bo^ 
oü 



on a 



lim^o = -21og2, I 

,. « ^, « ,. , }(pour fi==0.) 

limfiü = -2 log 2+ lim log«. |^ ^ 

Donc 

lim [172+ log fi] = 4 log 2, pour ti = 0. 
De r^quation (6,) on d^duit, en ayant ^gard aux ^quations (l,)^ 

A =1, ^2 = 0, 

Par consdquent les ^quations (9.) et (11.) donnent les valeurs 

Ci = ^, A = iy ei = 0, /j = 1. 
On a donc: 

Ces ^quations et les ^quations (1.) pourraient servir k d^terminer Texpression 
de 5u, que Von trouverait d'accord avec l'expression d^jk donn^e plus haut 

3. 
Recherchons maintenant les diverses valeurs que les fonctions i/i, 172 
peuvent aequ^rir pour un point quelconqne «, d'apr^s les divers chemins 
que peut suivre la variable pour parvenir k ce point. 
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A cet effet on d^dnit ais^ment les ^quations 

/1^ ff-f ^' -2i\-_/2n+U -2ni \ 
UO ö„-^^_2.^ -iJ-\-2ni, -(2n-l)>'' 

(2.) s:=a: -.'')• =a; -r) 

ponr une valeur quelconque enti^re de n, en d^signant tonjours une sub- 
stitation compos^e de plusieurs antres par des prodnits et des pnissances 
des snbstitutions composantes. 

Les substitutions 5o, Si et leurs puissances ont par cons^quent la 
forme: 

a = C'- ''% 

oü X, fiy Vy Q sont des nombres r^els et entiers. Composons la substitation 
a avec une substitation semblable &: 

OÜ iL', /i'y v^y p' repr&entent aussi des nombres entiers et r^els; il en r6- 
solte la snbstitation 

de la m£me forme. 

De lä il suit qne la Substitution: 

oü Ar, /, fti, /i, ÜEi, ({, • .. signifient des nombres r^els et entiers positifs, 
n^gatifs ou nuls, a toujours la forme (fune Substitution a. 

' Comme un chemin quelconque de la variable u change les fonctions 
971, 1J2 en des fonctions Unfaires et homogenes de ces fonctions dont les 
coefficients s'obtiennent par une Substitution de la forme 77, il s'ensuit que 
toutes les valeurs dont 171 et r]2 soient susceptibles pour le m^me point u, 
sont repr^sent^es par les formules: 

(F.) Xi]i + fxiri2^ vt?7i + (ii?2, 

oh X, fiy Vy Q sont des nombres r^els entiers. Les d^terminants des sub- 
stitutions So et Si ^tant ^gaux ä l'unit^, et le d^terminant d'une Substitution 
compos^e de plusieurs autres ^tant, comme Ton sait, ^gal au produit des 
d^rminants des substitutions composantes, il en r^sulte que 

(G.) JiQ+/Jiy = 1. 
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4. 
D'aprfts le n^. pr^c^äent le quotient 



17, K 

prendra dans un point quelconque u^ ponr les divers chemins par oü la 
variable u y parvient, les valeurs contenues dans la forme: 

yj + pHo _ t 1 Qi 

en d^signant par E» nne valeur quelconque parmi celles que H acquiert dans 
Uy et par X^ fi^ v, q des nombres r^els entiers qui satisfont ä l'^quation {G.). 
Or d'aprfts les ^quations (Ä), (C), (E.) et les ^quations (1.), (2.), (3.) 
du n^. 2, on a 

Ho = — f pour 11 = 0, 

rß. /Ho==Q pour « = 1, 

H«, = — — — I lim log« pour 11 = 00, c. ä. d. 

que la partie reelle de Hu est infinie et positive pour ti = 00. 

Donc toutes les valeurs qu'acquiert H pour les points ti = 0, 1, 00^ 
la variable u y parvenant par un chemin quelconque, sont repr^ent^es par 
les formules suivantes: 

poor . = 0. H=ffl(, 
pour « = 1, H = -j-f, 

pour tt = oo, H= ou ä -^^f 

ou k un nombre dont la partie reelle est infinie et positive; en d^signant 
toujours par X, fiy Vy q des nombres r^els entiers qui satisfont ä l'^quatioa 
{G.). II faut remarquer que la seconde valeur que H peut avoir pour 
ti = 00, correspond ä /t = 0. Mais on a alors d'apr^s l'^quation {G.) >t(^ = 1, 

ou, ly p ^tant des nombres entiers, ^ = p = +l, c. k. d. -|- = 1. Portant 

dans (a.) la valeur de Hy en (/?.) pour ii = 00 et ,u = , on arrive ä une 
valeur dont la partie reelle est infinie et positive. 
Posons maintenant 

q = e-'««, 
les diff^rentes valeurs qu'acquiert q pour tf = 0, 1^ 00, la variable u ayant 
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d^crit pour parvenir k Vnn de ces points un chemin quelconque, sont donn^es 

dans la table suivante: 

q = e"""^* pour ti = 0, 

{H.) { q = e"""*^ pour «i = 1, 

^= ou k e"""^' ou k z^ro, 
oü <^^ €^ ^ sont des nombres r^els et rationnels. Done: 

A texcepHon de la ealeur q = toutes les eateurs de la table {H.) 
ont des modules egaux ä turnte. 

5. 
On d^duit des iquations {B.\ (C), {E.) et des ^quatioas (1.), (2.), (3.) 
du no. 2 

(1.) H = — , .? „ TT ^^," — ; dans le domaine de ii = 0, 
(2.) H = — „ . V , — 7 — TT dans le domaine de ii = 1, 

"^ ^ — jsr,(M)— iog(u— 1) ' 

(3.) H = Ä» (tt) loff — dans le domaine de ii = oo. 

Comme ÄüC«)? ""^i(«*)> —H^{u) dans le voisinage respectivement de « = 0, 
ti = l, tf = oo ne difförent que tr^s-peu de la valeur 4 log 2, tandis que les 

parties reelles de logw, log(«i— 1), log— dans le voisinage respectivement 

des mSmes points aequi^rent des valeurs infinies negatives, on conclut, que 
les parties reelles des ealeurs de H donnees par les formules (1.), (2.), (3.)^ 
sont posiHees dans trois parties du plan, dont tune contient le point ti = 0, 
tautre le point u=l et la troisiäme le point ti = oo. D^signons ces parties 
du plan respectivement par ^, /;, f^. 

Soit pour un chemin quelconque de u 

H = a+ßi, 
oü a, ß sont des quantit^s reelles; on a d'apr^s le n^. 4, formule (a.) cette 
valeur de H pour un autre chemin quelconque de ti: 

La partie reelle en est d'apr&s l'^quation {G.)\ 



Donc: 

Le signe de la partie reelle de H est independant du chemin parcouru 
par la variable u. 
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En appliqaant ce th^or&me aax valeors de H poar les points de /u, 
/i, f^, on trouve: 

La partie reelle deB. en un point quelconque de /«j, fi^ f^ est positive 
ou nulle^ independamment du chemin qtia parcouru u pour partenir ä ce point, 
ou bien: 

Le module de q est egal ou inferieur ä Tunite pour les points de f^j 
fij f^^ independamment du chemin de u. 

6. 

De r^quation {D.) r^sulte 

dH n 



du ti(u-l)j7j ' 
et par Boite 

dq ^ n^q 

du ti(t«--l)i7* 

OU 

^•'•^ dq "■ n*q 

On d^duit des Equations (C.) et (3.) n^. 2, que dans le domaine de ti = oo 
donc on a 

(1.) g=^.± + (±)X^), 

oü ^(— ) repr^sente une s^rie ordonn^e snivant les pnissances enti^res et 

positives de — et convergente dans le domaine de tf s oo. Au moyen d'un 
th^or^me connu on tire de cette ^quation: 

(2.) I = 16? + 9X?), 

oü q>{q) repr^sente une s^rie ordonn^e suivant les puissances enti^res et 
positives de q et convergente k l'int^rieur d'un cercle d^erit autour du point 
9 = comme centre aVee un rayon suffisamment petit. 

En consid^rant dans l'^quation difif^rentielle (J.) q comme variable 

ind^pendante, cette ^quation a une integrale — ^ s'^vanouissant avec q et 

repr^sent^e par l'^quation (2.) dans le voisinage de q = 0. D'apr^s un 
tb^or^me connu (Voir le m^m. des MM. Briot et Bouquet dans le Journal 
de r^cole polytecbn. eab. 36 p. 138) cette integrale reste bolomorpbe dans 

une partie du plan qui contient 9=0, et oü -^ a la mßme propri^t^ par 
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±-(-J-) 

dq ^u — v! ^ 
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rapport ä 9 et v^ oa bien Ton n'a point q^oo ti u n'acquiert ancnne des 
valeurs 0, 1. 

En outre pour une valeur q^qf finie, diff^rente de z^ro et non situ^e 
ßur la circonförence du cercle d^crit antonr de g = comme centre avec un 
rayon ^gal ä runit^, il n'est pas possible que u prenne une valeur n' 
diff^rente de 0, 1, 00 et pour laquelle rix aoit ^gale & z^ro. Car on 
aurait alors dans le voisinage de u^u\ rix^{u--u')f{u\ oü f{u) est holo- 
morphe dans le mSme «voisinage et ne s'^vanonit pas pour u=^u; et Ton 
d^duirait de T^quation (/.) 

^ u(u-l)r(u) 

n^q 

Donc ——j- serait dans le voisinage de ^ = 9' une fonetion holomorphe de 

q et ne deviendrait pas infinie pour q = q\ contre l'hypoth^se. 

Mais pour la fonetion ti de 9 on a toujours T^quation: 

(3.) q = e-»", 
et d'apr^s le n®. 4 pour « = 0, 1, le module de q est ^gal k Tunit^; d'oü 
Ton conclut imm^diatement ce th^or^me: 

I. Si ton considere dans tiqnation (3.) u comme fonetion de q, cette 
fonetion est holomorphe dans an eerele ^ decrit autour du point 9 = eomme 
centre avec un rayon egal ä tunite. En outre dans aucun point de tinterieur 
de ^ la eariable u n^acquiert une valeur qui fasse evanouir la fonetion tji. 

Vequation (2.) definit la fonetion u dans toute tetendue du cercle ^. 

La d^finition des fonctions 971, 17^ par des integrales d^finies (Voir 
n^. 1) fait voir que, pour des valeurs reelles et positives de u sup^rieures 
ä Tunite , H sera f ^el et positif et ne s'annulera que pour « = 00. Donc 
quand u pareourt Taxe r^el d^s Tinfini jusqu'k l'unit^ , q partira de g = 0, 
deerira une courbe dans Tinterieur de Ä, enfin s'arrßtera dans un point i 
de la Peripherie ^ de ce cercle. Quand q^ tout en partant de ^f == 0, decrit 
dans rinterieur de Ä une courbe quelconque qui se termine ä un point 
queltjonque de ^, on pourrait supposer que «, partant de « = 00, parvlnt ä 
l'un des points ff = 0, 1 ou n'y parvint pas. Soit a une partie finie de la 
courbe $, dont les points ne correspondent ainsi ä aucun des points tf = 0, 1, 
tandis qu'une extremite fi de cet arc appartient k l'une des valeurs ti = 0, 1 ; 

alors -^ est fini et determine le long de Tarc a, et d'apr^s le theorime 

dejk cite (Voir Bnot et Bouquet 1. c.) on pourrait, en traversant l'arc a. 
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continuer la fonction u de q k Text^riear de ^, et de cette mani&re u serait 
auBsi ponr tont point fini de cet ext^rieur une fonction holomorphe de q, 
pnisqne le modnle de 9 y est partont snp^rienr k Tnnit^, et par suite u diff^rent 
de 0, 1. Done tous les points de l'intdrienr dn cercle ^ et les points ä distanee 
finie de son ext^rienr, qni commnniqnent les nos avec les antres par des chemins 
traversant l'arc a, eonstitnent ensemble nn domaine dn plan, dans leqnel Tin- 
t^grale u de l'^qnation di£F^rentielle (/.)? 4^ devient infinie ponr 9^0, est holo- 
morphe. Denx chemins de q qni joignent le point 9 = an point /n, mais 
dont Tnn est enti^rement renferm^ ä Tint^rienr de Ä, tandis qne l'antre tra- 
verse d'abord la p^riph^rie le long de a et reste ensnite k Text^rienr de Ä, 
correspondent donc k denx chemins de u, qni m^nent de «i = 00 jnsqn'an 
mßme point ti = 0, on ti = l. Mais cela est impossible, car ce serait nne 
contradiction avec le th^or^me ^nonc^ k la fin dn nnm^ro pr^c^dent et 
d'apr6s leqnel anx valenrs de u dans le voisinage de l'nn des points 0, 1, 
correspondent des valenrs de q, dont les modnies sont inf^rienrs k Tnnit^. 

Ayant d^montr^ qn'il y a an moins nn point k de la p^riph^rie ^ 
jonissant de la propri^t^, qn'nn chemin joignant ^ = k q = X et restant 
dans l'int^rienr de ^, ram^ne la fonction de ti = oc jnsqn'k nn des points 
u=iOj ti = l, on a ce th^or^me: 

IL Sit la eariable q pari de 9 = et parcourt un rayon queleonque 
du cercle B , la fonction u part de ti = 00 et finil par arriver ä tun 
des points 0, 1 au moment oü q aUeint la peripherie ^. 

Si la Variable u passe dans le plan des tf de u = oc jnsqn'k Tnn des 
points II = 0, «1=1, la valeur correspondante de q partira de q==0 et d^- 
crira nn chemin enti^rement contenn dans ^ jnsqn'k la p^riph^rie ^; car 
d'apr^s le th^or^me U. q ne pent atteindre ^ avant qne u soit parvenn 
k l'nn des points «i = on «i = l. On pent donc ^noncer ce th^or^me: 

III. A chaque i^aleur ßnie ou infinie de u correspondent des valeurs 
de q^ dont les moduUs sont inferieurs ou egaux ä tunite. II est impossible 
d'etendre dune maniere continuCy ä traeers la pMpherie de ^, f integrale u 
de tequation differentielle (/.) qui dement infinie pour q = 0. 

Le nombre de ces valenrs de q qni correspondent k la m^me valenr 
de Uj est infini. L'nne en ^tant e""", les antres sont d'apr&s le n^. 4 

oü i, /^, Vy Q sont des nombres r^els et entiers definis dans le n^. 3. 

4* 
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Pnigqae d'apr^ le thdor^me L tontes les d^riv^ de ti envisag^ 
comme fonction de q, ainsi qne la fonetion u elle-mSme sont holomorphes 
ä rint^rienr de ft, on conclnt de r^oation difiF<6rentielle (</.): 

IV. La fonction i]] est aussi une ^fonction holomorphe de q ä tm^ 

tirieur de ft. 

On parvient anssi an th^or^me snivant: 

V. La fonction i/i de q est di/ferente de zero pour toute ealewr ä 
Finterieur de ^ , excepte pour le poinl 9 = 0; eile dement infinie pour tous 
les points de la peripherie. 

En premier lien ponr tont point de Tint^rienr de ft di£F^rent de q = 0^ 
notre assertion se tronve d^jä d^montr^e par le th^or^me I. 

Soit maintenant q" nn point de la p^riph^rie. D'apr^s le th^or^me IL 
on devra faire correspondre ä cette valenr l'nn on Fantre des points « = 0, 
tt = 1 ; les ^nations (F.), {E.\ (B.) montrent alors qne 17, est tonjonrs infini. 
II ponrrait sembler qne les cas oü ponr fi = 0, i+^ = et oü ponr fi = l, 
it = 0, dnssent faire exception. Mais comme l, /i, v^ q satisfont ä l'^qnation 
{0.)^ on anrait dans le premier cas ^ = iCt=+l; par cons^qnent 171 anrait 
dans le domaine de ti = la forme rii = ±7iein* Dans le second cas fi 
serait ^gale ä +1, et par cons^qnent r]i anrait dans le domaine de ti = 1 la 

forme Vi = ±nf>ii. Dans l'nn et l'antre cas "^""^ ^^* serait dans le voi- 

sinage de ^r = ^f', 11 = on «1 = 1, nne fonction holomorphe de u et de q, et 
par cons^qnent, d'apr^s le th^or^me d^jä cit^, Tint^grale u de T^qnation 
diflf^rentielle {J.\ ^tendne d'nne mani^re continne de Tint^rienr de Ä ä Tin- 
t^rienr d'nn cercle entonrant le point q", resterait holomorphe dans ce cercle, 
et ainsi nons obtiendrions des valenrs de u correspondant ä des valenrs de q, 
dont les modnies snrpasseraient l'nnit^; ce qni est impossible d'apr^s le 
th^or^me ÜI. 

Le th^or^me pr^c^dent pent anssi etre ^nonc^ comme il snit: 

V^ La fonction tj^ de u ne seeanouit que pour u = oo et devient 
infinie pour ti = 0, ti = 1, quel que soit le chemin parcouru par la variable u. 

Dn th^or^me V. on conclnt anssi qn'il est impossible d'^tablir nne 
extension continne de la fonction 171 de q en passant de Tint^rienr de ^ ä 
travers la p^riph^rie ä Text^rienr. 

Dans r^qnation 



(4) (ly = r'[16 + ?<iP(9)] 



n 
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qui est une cons^qnence de T^quation (2.), d^veloppons la seconde partie 
snivant des pnissances enti^res et positives de q; on obtient ponr un nombre 
entier qneleonque n une ^qnation de la forme: 



(5.) (i-J = 16«^-Vn(^), 



oü y^n {J9) est une s^rie qui ne s'^vanouit pas pour ^f = et qui est conver- 

gente dans toute T^tendue de ^^ parce que — n'y devient ni z^ro (except^ 

le point ? = 0), ni infini (pour ti = 0, mod. 9 = 1, voir n^. 4). 
Posons 11 = 8, on a 

relation que Von peut ti'ansformer dans l'dquation connue: 

{Jacobiy Fundamenta p. 89)*). 

Le d^veloppement de rix suivant les puissances de q peut s'obtenir 
de deux mani^res : Dans l'expression de 771 en u, contenue dans les ^quations 

(C), on peut substituer la valeur de — (de F^quation (2.)) et de (— ) (de 

r^quation (5.), pour » = 2). Ou bien au moyen de l'^quation (J.) on peut 
ealeuler les valeurs des ddriv^es successives de 17? en fonetions de q^ pour 
9 = et ensuite appliquer le th^or^me de Maclaurin. De ce d^veloppement 
de 771 et de eelui de u^ qui d^coule de l'^quation (5.) pour » = — 2, on conclut 
cette relation: 

(8.) /r=i}^tt.i7,=x(9), 

oü X (9) signifie une s^rie ordonn^e suivant les puissances enti^res et positives 
de 9, eonvergente ä l'int^rieur de Ä, et teile que ;f(0) est diflf^rente de 
z^ro (Voir les ^quations (3.) du n®. 2 et les ^quations (C.)). 

*) M. Hermite, qui a eu robligeance de lire les äpreuves du präsent memoire, 

vient de me faire avec sa sagacitö ordinaire la remarque suivaDte: ,,N^y aurait-il 

point lieu d'observer qu*en faisant x' = /*(!!), il rösulte de votre analyse que toutes 

vi -{- pH 
les Solutions de r6quation ^(H) = fiE^) sont donnöes par la formule H = . .„" , 

eu insistant sur texirime importance de ce räsaltat, pour la dätermination des modales 
singuliers de M. Kronecker, et en remarquant que les belles däcouvertes de l'illustre 
geom^tre, sur les applications de la theorie des fonetions elliptiques ä rarithm^tique, 
paraissent reposer essentiellement sur cette proposition, dont la d^monstration n'avait 
pas encore it6 donnee?'' F. 



30 Fuchs, sur quelques iquations differeniielles de la tiUorie des fonct. eUipt 

Extrayons encore la racine carr^e du second membre de r^uatioii 
(S.), nous trouvons ainsi un d^veloppement convergent ä rint^eur de ^ 

(9.) ]/-^ == i + 2q + 2q' + 2q' + -^ 

qui est d'accord avec Ic d^veloppement connu {Jacobi fundamenta p. 184). 

7. 

Soit 

les integrales ^tant prises le long de Faxe r^el des x, la racine carrde avec 
le signe positif, et k ^tant suppos^ r^el et en valeur absolue infi6rieur ä 
Tunite. 

En employant la m£me Substitution que dans le n^. 1 

x^ = y, *' = -■ 
nous obtenons 

V^tt ^tant positive, et les int^rales prises le long de Taxe r^el des y avec 
le signe positif de la racine carr^e. 
Posons 

od u se trouve 6tre r6el et sup^rieur k Tunit^, et les integrales doivent 
£tre prises le long de Taxe r^el des y avec le signe positif de la racine 
carree. Nous avons alors: 

(4) /=-l_-^„ J'= * e,. 

2yM 2\u 

Pour definir ^i, ^2 en fonctions de la variable u sans restriction, nous les 

exprimons par les fonctions 171, 972- 

En posant 

y{y-l) = yj{y\ yiy-l){y-n) = (p{y), 

on a 



(5) A.-i. = i L_+ J JL- * ^ r/v<y) 

du |/<^(y) ti-1 y^) V<tt)|/^y) v<tt) öy r y— M 
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et 

En int^grant T^quation (5.) entre les limites y = et y = 1, nous en tirons 



^^•^ "Sf "" ""l^^r^^+^i^^^- 



D'ailleurs on a 



Donc, puisque l'expression sous le signe d'int^gration B'^vanouit ponr y = u, 

du J du Lyy(y-iX«^ yVKuXu-y) J ^ ^ ' 

Pär cons^quent, en int^grant T^quation (5".) entre les limites jf = 1 et y = ii, 
le premier membre devient -^, et Ton obtient: 

^^"•^ 'dir = "■ir=T''^+"iKio ^" 

Des iquations (6.) et (6^) on d^uit: 

C2 = 2yj{u)^+ur,,. 

Remarqnons en paasant qae les iquations {K.) donnent imm^diatement la 
relation connne de Legendre. Car ayant mnltipli^ la premi^re par 172, 
la seconde par ?7i, retranchons Tune de Tautre; il en r^sulte au moyen de 
r^quation {D.) 

En y snbstituant les valenrs de 771, 9729 ^19 ^2 du n^'. 1 et de ce num^ro, 
nous obtenons 

ce qui est e£Fectiyement l'^uation de Legendre. 
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En m£me temps on conclnt du raidonnement pr^e^ent qne cette 
^quation de Legendr e snbsidte ponr les fonetions K^ IC, J, J' Ae u de meme 
qne pour des valeurs des p^riodes correspondant k nne valeur fixe de tc 

En ontre les ^qnations (K.) fönt voir qne 9^, envidag^ comme 
fonction de 9, est holomorphe k rint^rienr dn eerele ß. 

Car dn n^. (6.) d^conle l'^qnation: 

En j snhstitnant ponr 1J^ —^ les valenrs en fonetions de q, tir^es des 
dqnations (4.) et (8.) dn nnm^ro pr^c^dent on obtient: 

d'ane mani^re analogae U vient: 

oü F{q), Fl iq) sont des fonetions de q holomorphes k rint^eor de ß. Ainsi 
notre assertion se troave d^montr^e. 

8. 
Soit t] nne integrale quelconqae de requation {A.) et posons: 



il suit 



et 



(1.) K = 2v(«) -£-+«»?, 



^2.) ^-^t + ^V 



(3.) 2(«-l)-^ = -(«+l)-g— il/. 



L'dlimination de 17, -^ fonmit: 

(L.) 2fi(fi-l)0 + 2ii-§-K = 0. 

(Cette ^qnation pent se d^duire directement par la m^thode qne j'ai donn^e 
dans mon m^m. t. 71 p. 91.) 

Les racines des ^qnations foudamentales et d^terminantes de cette 
^quation diff^rentielle sont 

ponr w = : 0, 1; ponr ii = 1 : 0, 0; ponr ti = 00 : — |, +^' 
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Posons: 



2fl(ll-l)-^+WCo, = IToi, 



dv 

i'iWtt^ii+tt'iilogCw-l) = tr„; 

Alors Po(w), Pi(«), ^«(tt) sont des s^ries ordonn^es suivant des pnissances 
enti^res et positives respectivement de u, «— 1, — , et eonvergentes dans le 
domaine respectivement de «i = 0, w = 1, u=^oo^ et Ton a 

(7.) Po(0)=4, P,(l) = -41og2 + 2, P,(oo) = ~4. 
Les syst^mes fondamentaux d'int^grales de l'^quation diflF^rentielle (L.), 
appartenant anx racines des ^qnations fondamentales et d^terminantes sont 
respectivement: 

tt'oM •^«ß? ^m ^i^] tt?Qoi7 tt'x?; 

et Ton conclut des ^quations (Ä.)? (^O? (C^O? (^0 

r ^, = 71 fTui + 1 fr,ö , ^2 = «?(ß? dans le domaine de «i = 0, 

(Af.) I ?i = — tt?j2, ?2 = ^ tt^ii, dans le domaine de « = 1, 

{^i = nu)^i^ ^2 = — «^«2 7 dans le domaine de u== oo. 

II suit de lä que: 

f Si = 2i, ^2 = 2, pour w = 0, 

(8.) i lim ^1 = — 2 + 41og 2 — lim log (w — 1) , ^2 = ^, pour w = 1, 
' ^1 = 0, ^2 = ^7 pour II = 00. 
Posons 

(9-) '£" ~ "j'" ~ "^^ 
(10.) c-^^ = *,• 

Jonrnal for Mathematik Bd. LXXXUI. Heft 1. 5 



34 Fuchs, 9ur quelques iquations diffirentielles de la ihiarie des foncU eUipL 

alors on a: 

!Z = f, s = —1, pour t« = 0, 
la partie reelle de Z infinie et positive, « = pour «< = 1, 
Z = 0, « = 1, pour II = oo. 

On conclut des iquations {K.) qüe, u d^crivant un contour ferm^ com- 
prenant les points : « = , ii = 1 , ii = oo , ^i , ^^ se transforment en des 
fonetions Unfaires et homogenes des mgmes quantit^s et dont les coef- 
ficients sont repr^sent^s resp. par S,,, Si, Ä.. 

Donc, si Ton d^signe par Zo une des valeurs de Z pour uue valeur 
quelconque de u^ les valeurs r^sultant des divers ehemins parcourus par u 
seront repr^sent^es par la formule: 

(comparez la formule analogue (er.) du n<>. 4), oü i, fi, v, p sont des nombres 
r^els et entiers caract^ris^s dans le n^. 3, et en particulier toutes les va- 
leurs de Z pour « = 0, fi=l, « = oc sont contenues resp. dans les formules: 

Z = — ^.f; Z=OUä+-^ 

ou ä un nombre dont la partie reelle est infinie et positive; Z = • 

Ainsi toutes les valeurs de Sy pour ti = 0, ti = 1, u = oo ont des modules €gaux 
ä tunite (except^ la valeur « = 0). 

9. 
On a d'apr^s les formules {M.) et (4.), (5.), (6.) du num^ro pr^- 
c^dent: 

(1.) Z = ^ . . — - — = 1- i, dans le domaine de w = 0, 

^ ^ P^(u)u-^ — log« ' ' 

(2.) Z = ['^iW + logCw— 1)], dans le domaine de fi=l, 

(3.) Z = 5-^r^r i dans le domaine de fi = oo. 

Pour des valeurs de u tr^s-voisines de «i = la partie reelle de Po(«i)fi"*— logw 

4 
diflF&re tr^s-peu de — cos 9) — log p, oü Ton a pos6 pe^* au lieu de u; partant 

son signe dopend de la valeur de cos fp^ et ainsi dans le voisinage de ff = 
la partie reelle de Z dopend aussi de la valeur de cos 9. 



K* 
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Au contraire dans le voisinage de ti = 1 le signe de la partie reelle 
de Z est positif pour tonte valeur de cosy, si Ton pose de in£me ii— 1 = pc^. 

Enfin dans le voisinage de ti = oo, le signe de la partie reelle de Z 
dopend de la valeur de cos % en posant «i = p e''*. 

Donc pour tut point du eoisinctge de u= et de ti = oo le module de 
s pourra etre tantot plus grandy tantot plus pelit que Tunitey sehn le chemin 
suivi par la variable ii. Au contraire pour les points du eoisinage de ii = 1, 
le module de s est plus petit que runite quel que sott ce chemin. 

10. 
On dMuit de T^quation diflF^rentielle (L.)? ou aussi directement des 
iquations (AT.), au moyen de l'^quation {D.): 



{D\) 



de lä 



(1.) 



du 

du 

dZ 
du 



c. 



n 



n 



(u-i)Ci ' . 



donc 



(•^'0 



du^ ^ (ti-i)g; 

ds n^s 



U s'ensuit de T^quation (2.) du nnm^ro pr^c^dent que dans le domaine 
de « = 1 : 

(2.) * = (ii-l)e'*'(«> = (ii~l)i7(u), 

oü g{u) est holomorphe dans le domaine de «i= 1, et a la valeur g-**os*+' 
pour u = l. 

D'apr^s le th^or^me cit6 dans le n®. 6, cette ^quation conduit ä: 

(3.) u-1 = e'''^^'''\s + s'h{s), 

oü h {s) est holomorphe dans le voisinage de « = 0. 

Apr^s cela le meme raisonnement, par lequel nous sommes par- 
venu au th^or^me I. du n®. 6, foumit ce th^or^me : 

Quand on considdre dans tequ^ation 

(4.) s = e""^ 

u comme fonction de s, cette fonction est holomorphe dans un cercle 2 decrit 
autour de s = comme centre aeec un rayon egal ä tunite, En outre dans 

5* 
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aucuH des points de tintirieur de ü u nacquiert une iDcdenry pour laquelle 
la foncHon ^2 s^ivanouisse. VequaHon (3.) exprme la fanetian u dans taute 
Fitendue du cercle 2. 

LorBqne la variable u passe le long de Taxe r^el de tf = 1 jnsqn'ä 
ff = 00 , il r^snlte des expressions de ^1 et ^2, par des integrales d^finies 
(no. 7) que ces deux fonetions seront reelles et positives. La fonction Z 
est donc aussi reelle et positive ponr les memes valeurs de ti. Dono le 
chemin correspondant de s reste tont entier dans Fint^rienr de 2 et parvient 
ä nn point de la circonf^rence de ce cercle an moment oü u devient infini. 
Par snite l'inverse doit anssi avoir lien: il y a an moins nn chemin de la 
variable ind^pendante s, leqnel provient de Tint^rienr de 2 et tel qn'on 
parvient ä « = 00, lorsqne s arrive ä nn point de la circonfSrence. Comme 

ponr ce point -^ cesse d'ßtre holomorphe, la s^rie (3.) ne repr^sente plus 

la fonction ii— 1 ponr les points de Text^rienr du cercle 2; ou en d'antres 
termes: 2 est le cercle de convergence de la s^rie (3.)- 

De la mdme mani^re que dans le n^. (5.) k T^gard de la partie 
reelle de H, on d^montre le th^or^me suivant: 

Pour tili point quelconque u le signe de la partie rielle de Z est in-- 
dipendant des drculations que la variable u a faites autour des points tf = 0, 
n = 1, ff = 00, lorsquelle parvient ä ce point. 

Comme d'apr^s le num^ro pr^c^dent le module de s acquiert dans 
le voisinage de 11 = , ii = 00 des valeurs tantöt plus grandes, tantöt plus 
petites que l'unit^, il snit que, quand u part de u = l et suit des chemins 
quelconques, aboutissant en «1 = ou w = 30, s partira de « = 0, traversera la 
circonf^rence de 2 et continuera une partie de son chemin k Text^rieur de 2. 
De lä r^sulte le thöor^me: 

La fonction u—1 de s, difinie par tequation (4.) et sieanomssant pour 
« = , peut itre etendue (fune manitre continue pour la portion du plan ex^ 
terieure ä la circonf&rence de 2. Les valeurs de u correspondant ä des va- 
leurs de s de tinterieur de 2 n^epuisent pas tout le plan de u. 

Pour des valeurs finies de s, dont les modules surpassent Tunit^, 

Ton parvient, parce que -r- est une fonction holomorphe de u et de », d'une 

mani^re analogue ä celle qui a condnit au th^or^me L du n^. 6, au th^or^me 
suivant: 
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5t ton etend d^une mani^e continue la fonction u definie par täqua-- 
tion (4.) en franchissant la circonference de 2 et que ton reste ensuite ä 
texterieur de 2, cette fonction est holomorphe dans une partie du plan com-- 
prise entre la circonference du cercle 2 et celle dun cercle decrit autour du 
mime centre avec un rayon quelconque et plus grand que tunite. 

Elle est donc d^veloppable dans toute cette ^tendue suivant des 
puissances enti^res, tant positives que negatives de s. 

Heidelberg, novembre 1876. 



38 



lieber die Abbildung x+yi=Vx+Yi und die lern- 
niscatischen Coordinaten »*«•■ Ordnung. 

(Von Herrn Holumüller in Hagen.) 



JJie Gleichang eines Kreises um den Funkt e der reellen Axe 

iX-eY+ r = c\ oder {X+ Yi- e).{X- Yi-e) = c' 

geht durch vorstehende Abbildung, bei der n ganz, positiv und reell sein 
mag, über in 

[{x+ytr-e].[ix-ytr-e] = c\ 

oder, wenn man jede Klammer in ihre Factoren zerlegt: 



»=ii-i 



.[(x-c"co8-^)-i(y+c'"8in-^)] = c\ 

Wegen der conjngirten Wurzeln gehört zu jedem Factor stets ein solcher, 
der mit ihm multiplicirt Reelles giebt, so dass man erhält: 

n 

Verbindet man aber einen Punkt x+yi mit den n durch ^e repräsentirten 
Punkten, so wird die Länge jeder Verbindungslinie dargestellt durch 



p = y(^aj-e"co8-^;+(^y-c"sm— -;, 

und wird dies in Gleichung (1.) eingesetzt, so ergiebt sich als Gleichung 
der dem Kreise entsprechenden Curve: 

(2.) Pi.j»2...j»n = c. 

üeberträgt man das Gesagte auf einen Kreis um den beliebigen Punkt 
a+bi, so ergiebt sich folgender Satz: 

n 

Die Abbildung x+yi= -^X+Yi^ wo n ganz, reell und positiv ist, ver- 
wandelt den Kreis r = c um den Punkt a + bi in die Curve Pi./'2««*/'it = <^^ 

n 

deren Radii vectores von den durch ^a+bi repräsentirten Punkten ausstrahlen. 
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Fttr den Fall it = 2 entspricht bekanntlich den concentrifichen Kreisen 

ein System confocaler Lemniscaten mit den Brennpunkten Va+bi, im all- 
gemeinen Falle erhält man Curven verwandten Charakters, die man als 
Lemniscaten n^^"" Ordnung bezeichnen könnte. Ihre Brennpunkte sind die 
Ecken eines regelmässigen Polygons. 

In ähnlicher Weise wird die Gerade, welche die reelle Axe im Punkte 
e unter dem Winkel y schneidet, also die Linie 

y = arctan V 1 

in eine der gleichseitigen Hyperbel nach Gestalt und Gleichung verwandte 
Curve transformirt. 

Bekanntlich ist 



2iarctan^ = ^S ^ULI ^ 



also hier: 



2xn , . . 2xn 



.... . ,(a? + «0 — e*(co8 f-iBin ) 

^'^ 2i ^^ (^-yt)"-^ ^'^^ "o ^ .^ 1/ 2xfi , . . 2x;.\' 

(a?— yt) — e*^co» h»8iö J 

oder, wegen der conjugirten Wurzeln: 

, . N -/^ 2x;i , . . 2xfi\ 

(a? — yO — e» ^cos tsm j 

/ - 2xn\ , ./ ~ . 2x;i\ 



= ^-Ö7lg 



ü 2i ^/ 1 2xfi\ ./ ~ . 2x^\' 
(a; — c" cos )— t(y — c"8m ) 



oder endlich: 



- . 2x;i 

,=n-i y-e»sm 



n 



(3.) y = ^ arctan 1 • 

j?— e*co8 

n 

Verbindet man aber wieder einen Punkt x + yi mit sämmtlichen Punkten ^e, 
so bilden die Verbindungslinien mit der reellen Axe Winkel ^, für welche 



1^ = arctan 



— . 2x;i 

y — e^ 8m 

It 

- 2x;r 

X— C*C08 

fl 
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Setzt man dies in Gleichung (3.) ein, so ergiebt sich als Gleichung 
der transformirten Curve 

(4.) d, + ^, + ... + d^ = y. 

In der letzten Betrachtung ist stets der Zusatz ±mn vernachlässigt. 
Die Berechtigung dazu ergiebt sich aus einer einfachen Untersuchung über 
die Asymptoten der gefundenen Curve. 

Ganz allgemein ergiebt sich der Satz: 

Die eon einem Punkte a + bi ausgehende Gerade, welche mit dem 
y^Radius^^ dieses Punktes den Winkel & = y bildet, geht durch die Abbildung 

a?+yt = yX+Yi {n ganz, positiv, reell) über in die Curee ^i+d2H h^» = y, 

tDobei die & die Winkel sind, welche die eon den Punkten ^a+bi aus- 
strahlenden Radii eectores der Curee mit dem „Radius^^ irgend eines dieser 
Punkte bilden. 

Für n = 2 sind diese Curven gleichseitige Hyperbeln. Im allge- 
meinen Falle mögen sie als Hyperbeln n^^"" Ordnung bezeichnet werden. 

Das Orthogonalsystem der confoccden Lemniscalen n^^^ Ordnung ist ein 
Büschel f>on Hyperbeln n^ Ordnung durch die n Brennpunkte der Lemniscalen. 

Die isogonalen Trajectorien beider Isothermenschaaren haben die 

Gleichung 

(5.) Pi'P2'''Pn = c.Ar^'+^'+-+^«. 

Ist femer f{r, &) = die Gleichung einer Curve in Polarcoordinaten, be- 
zogen auf den Funkt a+bi als Centrum und den Radius desselben als 
Richtungslinie, so geht sie durch unsere Abbildung über in 

Das Kreisbüschel (p—x^y durch zwei Punkte a + bi und ai + bj 
und die orthogonale Kreisschaar --- = c gehen über in ein Büschel eon 

n n 

Lemniscalen n*^^ Ordnung durch die Punktgruppen y'a + bi und y^a^ + b^i und 
in die orthogoncUe Lemniscatenschaar n^^ Ordnung, deren Gleichungen sind: 

(6.) {(Pl + V>2+'" + (Pn)-{Zl+X2+—\-Xn) = 7, 

(7.) Pl'Pt''Pn _ _ ^ 

Die isogonalen Trajectorien dieser Isothermenschaaren haben die Gleichung 
So erhält man z. B. folgenden Satz: 
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Der geometrische Ort für das conslante VerhäÜniss des Productes der 
eon den Ecken eines regelmässigen n- seiligen Polygons ausstrahlenden Radii 
eectores zu dem Producte der Radii tectores^ die eon den Ecken eines con- 
cenfrischen, n- seiligen, gegen das erste irgendwie gedrehten Polygons aus- 
gehen, ist eine Lemniscate n*^^ Ordnung» 

In entsprechender Weise sind die Gleichungen (7.) und (8.) zu deuten. 

Für die Uebertragung der projectivischen Beziehungen genügt es, zu 
untersuchen, in welchen Ausdruck das Doppelverhältniss tibergeht. Haben 
die Punkte P, Q, R, S einer von a + bi ausstrahlenden Geraden von 
diesem Punkte die Entfernungen p, q, r, s, so ist das Doppelverhältniss 
dargestellt durch 

r — p s — q 
r — q' s — p * 

Durch vorliegende Abbildung erhalten wir n Punktquaternionen , die in 
n Sectoren der Ebene auf den entsprechenden Hyperbelarmen it^^ Ordnung 

n 

liegen. Das neue Doppelverhältniss, durch die von den Punkten |/a + 6i 
ausgehenden Radii vectores dargestellt, hat die Form 



(9.) 






Das Doppelverhältniss von vier Strahlen, die durch ai+ b^ i gehen und gegen 
den „Radius" dieses Punktes um die Winkel a, ft, y, d geneigt sind, also 

j^^ 8iD(ac)8iD(6d) ^^^^ 8in(y-tt).8in(J-/S) 

^ '^ sin (6c) sin (ad) ' %m{y — ß),%\n{d — a) ' 

geht in das Doppelverhältniss der entsprechenden, sich unter denselben 
Winkeln schneidenden Hyperbeln n^^^ Ordnung über. Es kann in der 
Form (10.) oder mit Hülfe der Radii vectores auch in folgender Form ge- 
schrieben werden: 

ni^ 8in[(y,+y.+AyO-(«.+a»+'H-«0].8in[(J,+^, + >»+^H)-(/?.+A+'"+A ^^ 
^^^•^^ sin[(y,+y,+-+7n)-(Ä+Ä+-"+Ä)].8in[(J.+df,+...+*0~(«,+«^ 

Die Theorie der vorliegenden Abbildung kann nach dem Gesagten voll- 
ständig durchgeführt werden. — 

m 

Die Abbildung x-[-yi^(X'\-Yiy ^ wo m und n ganz, positiv und 
reell sind, bietet nichts Neues. Lemniscaten m^^^ Ordnung mit dem Null- 
punkt als Centrum werden in solche w^®'' Ordnung verwandelt. 

Ist der Exponent negativ, so ist vorige Abbildung mit der Trans- 
formation durch reciproke Radii vectores vom Nullpunkte aus zu combiniren, 
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welche z. B. Büschel von Lemniscaten n^^^ Ordnung durch ^a+bi und 

n 1 1 

^tti + bii in solche durch , und ^ verwandelt. 

Va-\-bi Va^ + b^i 

Nur bei irrationalem Exponenten schwindet die Einfachheit der geo- 
metrischen Betrachtung, da die Anzahl der Brennpunkte unendlich gross wird. 

Rollt man einen Sector zum einfachen, allgemeinen Kegel auf, so 
erhält man auf diesem Isothermenschaaren, die in einfacher Beziehung zu 
den Kreisschaaren der Kugel stehen und in die Ebene zurückgerollt Lem- 
niscaten ft^"^ Ordnung sind. 

Wie man aus der Kreisverwandtschaft eine analoge „lemniscatische 
Verwandtschaft n^^ Ordnung" ableiten kann, darüber vergleiche man meine 
Abhandlung in der Zeitschrift für Math. u. Phys. XXI. pag. 325 etc., wo 
der Specialfall n = 2 vollständig durchgeführt ist 

Hagen, im Januar 1877. 
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Beweise und Lehrsätze über transitive Gruppen. 

(Von Herrn E. Netto.) 



§•!• 
Angenommen, es sei in der transitiven Gruppe G eine Circularsubsti- 
tution A der Primzahlordnung p vorhanden, und es werde A == (ai 02 03 . . . a^) gesetzt. 
Transformirt man nun A durch alle Substitutionen von G, so erhält man 
eine Reihe von Substitutionen h, Ai, A2 ..., welche den Uebergang von 
den Elementen ai , a^ 7 • • . »p zu andern gewähren. Ist femer, wie wir vor- 
aussetzen wollen, G primitiv, so ist es möglich, zu allen Elementen der 
Gruppe G zu gelangen. Denn wäre dies nicht der Fall, und könnte man 
nur zu einer geringeren Anzahl kommen, so würden alle Substitutionen 
von G diese Elemente entweder gleichzeitig in nur andere oder lediglich 
unter sich umsetzen; G wäre also gegen die Voraussetzung nicht primitiv. 
Wir wollen jetzt aus den A zwei Substitutionen A, A, herausgreifen, die in 
einigen aber nicht in allen Elementen übereinstimmen. Seien ai, o,, ... a^ 
die in A enthaltenen, 61, 629 • - • diejenigen aus Ai, welche nicht schon unter 
den a sich finden. Nehmen wir dann eine solche Potenz Af von Ai, dass 
in derselben zwei der b z. B. 61, bi auf einander folgen, und bilden wir die 
Transformirte von A durch A? , also h\ = Ai~" A A? , so wird in Ai das Ele- 
ment bi weggefallen sein, und daher wird Ai mit A mehr Elemente gemein- 
sam haben als Ai mit A. Geht man in derselben Weise fort, so ergeben sich 
Substitutionen A,', AI", . . . , die der Reihe nach mehr und mehr Elemente 
mit A gemeinsam besitzen, bis man zu einer Substitution gelangt, deren 
Elemente sich nur durch ein einziges von denen der Substitution A unter- 
scheiden. Hier hört die Fortsetzbarkeit der Methode natürlich auf; jene letzte 
Substitution der Reihe Ai', Ai ', . . . aber kann sogar derart gewählt werden, 
dass ein vorgeschriebenes Element b^ als fremdes zu den a hinzutritt. Ist 
es nämlich möglich eine solche Potenz von Ai zu finden, dass sie eine 
der Elementfolgen ...06162... oder ab^..,b2b^... enthält, so wird in der 
Transformirten von A durch diese Potenz 61 gewahrt sein, während mindestens 
eins der andern Elemente b fortfällt. Eine solche Potenz ist aber vor- 
handen. Denn ist A2 ==■(... 61 ... 62 ...) , wo b^ das nächste auf 61 folgende 

6* 
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der Elemente 6 ist, und ist ferner AJ = (...6162...), so könnte nur dann die 
erste der obigen beiden Elementenfolgen nicht eintreten, wenn AJ = (...63616,...), 
wenn also in h^ das r^® Element vor 61 wieder ein b wäre. In diesem 
Falle hätte man aber A^ = (. . . 61 . . . 63 6, . . .) ; und so würde die zweite der 
obigen Folgen entstehen, wenn nicht A^'^ = (...6461... 63 62...)? d. h. wenn nicht 
auch das 2r^^ Element vor 61 zu den 6 gehörte. Nimmt man in gleicher 
Weise die 3 r}^ Potenz u. s. f. , so zeigt sich , dass auch das 3r^, 4r^, . . . 
Element vor 6 1 ein 6 sein muss. Da nun aber die Anzahl der überhaupt 
in Ai vorhandenen Elemente eine Primzahl p ist, so würden die auf obige 
Weise erreichbaren sämmtliche überhaupt vorhandenen Elemente erschöpfen, 
und so würde Ai gegen die Voraussetzung mit A kein gemeinsames Ele- 
ment a besitzen, sondern nur Elemente 6. 

Ist nun Aü = («1 «2 . . . ö^^i 6,,) , wo A,, für A und für das eine der Ele- 
mente a bei beliebiger Wahl 60 gesetzt ist, und hat AI mit A,j genau p — l 
Elemente gemeinsam, so kann h'i noch so transformirt werden, dass es ge- 
rade ai, 02, . • . ap_i enthält. Denn enthielte es 60 und 61 , so könnte man 
eine Potenz AI" so wählen, dass Ai" = (...6160...) wäre. Dann enthält die 
Transformirte von A,) durch AI" nämlich Ai""*'A„Al" nicht mehr 6ü, also nur, 
wie verlangt wurde, «i, Oa, ... ap_i, 61. Die so erhaltenen Substitutionen 
wollen wir mit rji bezeichnen. Dann kann man von i?i und Ai ausgehend 
zu einer neuen Substitution kommen, welche Ö1, Oj? • . . O;,-!, 62 enthält und 
so fortfahren, bis alle Elemente 6 von Aj erschöpft sind. Giebt es nun 
ausser diesen noch andere Elemente in G, also auch andere Substitutionen 
A2, A3, . . . , so steht A2 mit mindestens einer der Substitutionen Ao = iyc>, ^17 ^27 ... 
durch ein oder mehrere Elemente in Verbindung. Man kann also mit diesen 
neuen Elementen in gleicher Weise verfahren, und so gelangen wir zu 
folgendem Resultate: 

Lehrsatz. Enthält eine primitive Gruppe der p + k Elemente a„ 
«2, • • • öp_i ; 6„, 6| . . . 6^ eine Circularsubstitution p*^^ Ordnung, iro p eine Prim^ 
zahl bedeutet, so enthält sie eine Reihe ähnlicher Substitutionen tj^^ 7]i^ ... tj^ 
derart^ dass rii die Elemente ai, a,^ **. o^-i; 6^ enthält. Die a können 
dabei beliebig gewählt werden. 

Dass die Wahl der a wirklich eine beliebige ist, erhellt leicht 
Denn sind dieselben ganz nach Willkür unter den Elementen festgestellt, 
so sind in irgend einem der A einige derselben enthalten. Diese kann man 
bei jedem Fortschritte wahren, und wenn dann z. B. 17, mehr der Ele- 
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mente a enthält als 170, dies als erstes h zn Grunde legen. Da auf solche 
Weise die Zahl der a sich nur vermehren kann, und da man andererseits 
zu allen Elementen also auch allen a gelangen muss, so giebt es unter 
den h ein solches, welches ai, o??"- ^p-i enthält. 

§.2. 

Es ist nicht schwer den abgeleiteten Satz nach verschiedenen Seiten 
hin zu verallgemeinern. Enthält nämlich die gegebene primitive Gruppe G 
vom Grade g + k eine andere zweifach transitive Gruppe h vom GllEide g, 
so kann man in gleicher Weise wie oben eine Reihe zweifach transitiver 
Gruppen ^o? ^1 ?%,.•• ^jt feststellen, welche sämmtlich in g—l Elementen 
übereinstimmen. Denn die ganze obige Schlussfolgening beruhte nur dar- 
auf, in Ai eine Substitution mit der Elementenfolge abib2... oder afr|...fr2&3 
zu bestimmen; wegen der zweifachen Transitivität von h respective hi ist 
dies aber stets möglich. Die Transformation von h durch diese Substitution 
aus Ai liefert eine neue Gnippe AI, die A ähnlich ist und mit ihr mehr Ele- 
mente gemeinsam hat als Ai mit A. Fährt man in gleicher Weise fort, so er- 
hält man genau wie im vorigen Paragraphen die verlangte Reihe von Gruppen. 

Wir nehmen zweitens an, dass die in G enthaltene gegebene Gruppe 
einfach transitiv ist. Dann könnten möglicherweise Substitutionen mit einer 
der beiden Elementcnfolgen ...06162 •••7 a 6, ...6263... überhaupt nicht vor- 
handen sein. Dies wird aber, wie man unmittelbar erkennt, nur eintreten, 
wenn Ai und also auch A nicht primitiv ist, und wenn in Aj die 6 zu einem 
und demselben Systeme der Nichtprimitivität gehören. Es sei also zuerst 
Ä, primitiv ; dann ist auch hier dasselbe Verfahren möglich, und man kommt 
zu einer Gruppe i]^ , die mit A die Elemente ai , ... a„^i gemeinsam hat. 
Nur kann man hier nicht von vorn herein bestimmen, welches der Ele- 
mente 6 zu jenen hinzutreten soll. Da femer ly, mit A, sicher Elemente 
gemeinsam hat, so folgt die Existenz einer Gruppe i?2j bei der gleichfalls 
die Elemente ai, ... a^_i vorhanden sind. Kann man hier also auch nicht 
die Reihenfolge der 6 festsetzen, so erhält man doch auf diese Art alle, 
und es wird also trotzdem am Schlussresultate nichts geändert. 

Ist jedoch A und damit Ai nichtprimitiv, und wählt man aus Ai eine 
Substitution a, derart, dass a^ ein a mit einem 6 verbindet aber möglichst 
wenige 6 enthält, zur Transformation der Gruppe h, so wird die Gruppe 
AiÄor^Äöi weniger 6 enthalten als A„ wenn Oi nicht alle enthielt Wenn 
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nun bei hi alle b zu demselben Systeme der Nichtprimitivität gehören und 
wenn bei jeder Verbindung ab sämmtliche b auftreten; wenn femer mit h 
bezüglich der zu hi fremden Elemente ähnliche Verhältnisse statthaben, so 
ist eine weitere Reduction nicht möglich. 

Sei endlich in der primitiven Gruppe G eine Substitution h vom 
Grade p.q und der Ordnung p enthalten, so dass h aus q Circularsubsti- 
tutionen der Ordnung p zusammengesetzt ist Dann kann auch hier wegen 
der Primitivität eine Reihe ähnlicher Substitutionen A| , A29 • • • aufgestellt 
werden, welche schon für sich allein alle Elemente transitiv verbinden. 
Enthält nun A| in einem Cyklus mehr als ein gegen die Elemente von h 
neues, so wird eine passend gewählte Potenz beide auf einander folgen 
lassen und die Transformation von h durch diese Potenz liefert eine neue 
Substitution AI, mit welcher h mehr Elemente gemeinsam hat, als mit A|. 
In gleicher Weise kann man so lange fortfahren, bis man zu einer Sub- 
stitution 171 kommt, die zu A = ^u in der Beziehung steht, dass in jedem 
Cyklus der einen höchstens ein neues Element vorkommt Von rji kann 
man durch gleiche Behandlung mit Ai zu einer neuen Substitution 7/2 über- 
gehen u. s. f., bis alle Elemente von Ai erschöpft sind. Da femer A3 mit A^ 
einige Elemente gemeinsam hat, so kann man in derselben Art zu neuen 
Substitutionen 17 kommen, bis alle Elemente der vorgelegten Gruppe mit 
A = 77o verbunden sind. 

Wir fassen die Resultate der bisherigen Ableitungen zusammen. 

Lehrsatz I. Enthält die primitive Gruppe G des Grades g + k eine 
zweifach-transüice oder eine einfach-transitive primitive Gruppe des Grades g^ 
so enthält sie eine Reihe ähnlicher Gruppen tj^^^ rji^ ... 7;^ derart, dass r]x die 
Elemente aj, a^, . . . a^, b, enthält. Die a können dabei beliebig gewählt werden. 

Lehrsatz IL Enthält die primitive Gruppe G des Grades g+k eine 
Substitution, die aus q Cyklen der Primzahlordnung p besieht, so enthält sie 
eine Reihe ähnlicher Substitutionen iy , rj^^ ... derart, dass jedes t]-^ gegen 1^2.1 
höchstens q neue Elemente, in jedem Cyklus eins, enthält. 

Man könnte leicht eine Erweiterung des letzteren Satzes dahin gehend 
vermuthen, dass rix gegen f]i_i nur ein fremdes Element enthält, oder dass 
in jedem System solcher Cyklen von iyi_i, die durch diejenigen von tji mit 
einander verbunden werden, nur ein neues Element auftritt Ein Beispiel 
zeigt, dass dies nicht der Fall ist. In der von Herrn Kronecker aufgestellten 
Gruppe des Grades 7 und der Ordnung 168, welche aus den Substitutionen 
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(z^az + b)] {z,aO{z + b) + c) gebildet wird, wo (y) = +l, alsoa = l, 2, 4; 

0{z) = — ä^(ä^ + 1); 6 = 0, 1, ... 6 ist, und a den Index der Elemente 
a?,„ a?,, ... Xq bedeutet, sind 21 Substitutionen 

{XtiXi){X'iXi\ {XoX2){XiXi\ {XoXs){XiX2); {XnXi){x^XQ)j (jX^o^4){^i^a\ (^^)(^i^4); 

{Xt)X2){XiX4)j ...; (a:oa?3)(a?5a?ü), ...; (flCi flC2) (^3 ^eO^ •••? (^i ^3) (^4 ^5)7 •••? 

(a?2 0:4) (0:5 Xq) , (a^a iPs) (a?4 ^e) ? (^2 ^e) (^4 ^5) 

von vier Elementen vorhanden. Hier sieht man unmittelbar , dass der 
obige Lehrsatz nur in der gegebenen Einschränkung gültig sein kann« 

§.3. 

Sind jetzt unter den Voraussetzungen von §. 1 oder §. 2 Lehrsatz I. 
die 17U9 Vki ••• Vk aufgestellt, so kann man eine Substitution bilden, welche 
die 6„ , 61 , ... in vorgeschriebener Art auf einander folgen lässt. Soll z. B. 
eine Substitution hergestellt werden, welche die Folge (6ü6i62)(63 64«--) ent- 
hält, so verfährt man folgendermassen. Es sei % = (a^ AoOa . . .) ; dann wählt 
man eine solche Potenz von 771, dass in derselben b^ auf (h folgte also 
lyf = (ojA^Oj...); femer eine solche Potenz von t]2j dass in derselben 62 auf 
Gi folgt, also i?^= (036404...) und endlich eine solche Potenz von ij,, dass 
in ihr auf a* wieder 6,, folgt, also ^J = (0460..-)' Daraus folgt 

VoVlV^V^i = (öi6o»2---)(a2 6lÖ3--«)(ö3*2Ö4«-0(ö4 6oÖ5-«0 = (^ü^f 62) («i^s. ..). 

Wendet man also jetzt nur noch Substitutionen 773, 174, ... an, so erscheint 
keins derElementie 60, 61, 62 mehr; der obige Cyklus (60 61 62) bleibt daher 
unverändert. Durch jene anderen Substitutionen kann man aber in der- 
selben Weise die weiteren Vorschriften über die Transitivität in Bezug auf 
63 , 64 , • . • erfüllen. 

Ist endlich die Gruppe 1/, wie im ersten Theile des Lehrsatzes I., §. 2 
vorausgesetzt wurde, zweifach transitiv, so kann noch eine auf ein a be- 
zügliche Bedingung befriedigt werden. Denn um z. B. (6061026263...) her- 
zustellen, wählt man aus % eine Substitution a,j = (6ofl,|...), ausiyi eine Sub- 
stitution a, = (a„6,a2...), aus t]2 femer er, = (020^6203...), welche die beiden 
Bedingungen 0201, a^bj erfüllt, und gebraucht von nun ab nur solche Sub- 
stitutionen, welche ox ungeändert lassen, also aus 1/3 die Substitution 
^3 = (fli) (03 63 . . .) u. s. f. Da nun einerseits &+1 Substitutionen resp. Gruppen 
1/ vorhanden sind, andererseits die a beliebig gewählt werden können, so 
ergiebt sich Folgendes: 
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Lehrsatz. Enthält eine primitive Gruppe vom Grade n eine Or" 
cularsubstitution der Primzahlordnung p, oder eine einfach'-transitive primitive 
Gruppe des Grades m, oder eine zweifach-transitive Gruppe des Grades m+1, 
so ist die Gruppe mindestens n—p+l respective n—m+lfach transitiv. 

§•4. 

Es ist für das Folgende noth wendig, einen Httlfssatz einzuschalten, 
der sich übrigens unmittelbar aus dem Theorem II. des Herrn Sylow 
(Clebsch Ann. V, 585 — 594) ergiebt; aber weil gerade die Kenntniss der 
dort abgeleiteten Resultate beim Lehrsatze des §. 5 nicht vorausgesetzt werden 
soll, mag hier ein einfacher Beweis des erforderlichen Lemma Platz finden. 

Ist die Ordnung einer Gruppe G durch die IMmzahl p aber durch 
keine höhere Potenz derselben theilbar, so giebt es nach dem CaticAyschen 
Satze in G eine Substitution der Ordnung p; es giebt aber in G keine 
Gruppe von einer Ordnung p^ (i >> 1) , weil sonst nach dem La^ait^eschen 
Satze die Ordnung von G durch p^ theilbar sein würde, was nach der 
Voraussetzung nicht stattfindet. Sicher giebt es nun in G noch andere 
Gruppen J7|, J?}, ..., die sämmtlich von der Ordnung p sind; und hin- 
sichtlich dieser behaupten wir : Alle Gruppen H^^ J72 7 ^3 , • • • können aus 
einer beliebigen H^ durch Transformation mit gewissen Substitutionen von 
G erhalten werden. Denn hat die Substitution ff^ ^us G die Eigenschaft, 
kein Ai aus der Gruppe Hi in ein Aj der Gruppe H2 umzuwandeln, genügt 
also ga keiner Gleichung gä^h^ga = A2, so haben die p^ Substitutionen 
Äi^^fl'oM''^ ij^9 r=l, 2, . . . p) offenbar dieselbe Eigenschaft; sie sind auch 
sämmtlich von einander verschieden; denn aus Al'^^g'^AJ*'^ = A{"^flr^A^'^ würde 
folgen ga^-hfC^~^h\^^.g„ = hS^^h['^~\ was der Voraussetzung widerspricht. Hat 
eine andere nicht unter jenen /?• enthaltene Substitution gp dieselbe Eigeu- 
thümlichkeit, so auch alle h[^^gßh[''\ Ebenso sind diese neuen p'*- Substi- 
tutionen unter sich und von den ersteren verschieden; denn es würde sonst 
genau wie eben durchgeführt ist, folgen, dass g^ schon unter den ersterea 
p'^ Substitutionen enthalten sein muss. Man hat also mindestens 2p^ Sub- 
stitutionen derselben P^igenschaft u. s. f. Gäbe es also keine einzige in G, 
welche ein A, in ein Aj umwandelt, so müssten sie sich sämmtlich in Ab- 
theilungen von je p^ zusammenfassen lassen; daher müsste, entgegen der 
Voraussetzung, die Ordnung von G durch /?' theilbar sein. Sei nun g eine 
der Substitutionen von G, welche eine Substitution der Gruppe Ui in eine 



Netto, Beteeise und Lehrsätze über transitive Gruppen, 49 

solche der Gruppe Äi umwandelt. Da nun, wenn Hi die Substitution Ai 
enthält, alle anderen in der Form hi dargestellt werden können, und da 
ebenso Af alle Substitutionen von H2 enthält, so folgt, dass g~^Hig = H2 ist 
Denn aus g'^hig^lh folgt g^^hig.g^^hig = g~^hlg =^ h^ u. s. £, und damit 
ist der Satz bewiesen. 

§.5. 
Es sei eine primitive Gruppe G gegeben, welche eine Circular- 
substitution der Primzahlordnung p enthält. Der Grad von G sei p + k. 
Kach dem Lehrsatze in §. 3 kann man eine Substitution s = {bib2){boai...) 
construiren, welche ausser den angegebenen Elementen 61, 62, ^o der &+1 
Elemente 6(, , 6, , 62 , • • • &* ^^^ noch Elemente a enthält. Wir betrachten 
jetzt die Gruppe Ä, welche aus allen den in G enthaltenen Substitutionen ge- 
bildet ist, die nur die p Elemente fco? Ö1, ... Op^i enthalten, zu denen also 
auch die oben erwähnte Circularsubstitution 1?,, = («i Ö2 ••• Op_i 6u) gehört. Die 
Ordnung dieser Gruppe H ist also durch p theilbar, aber auch durch keine 
höhere Potenz von p, da dieselbe ein Theiler von 1.2.3...p ist Ferner 
ist s permutabel zu H, da ja 

s-'Hs = (6i62)"'(ftoai...r'-^-(*oai.. 0(6162) = (6i 62)' '. (61 62) • ^ = H 
sein wird. Es muss daher s^^ri^s = 1?,', d. h. eine andere in H enthaltene, 
dem rio ähnliche Primzahlsubstitution werden. Nach dem vorigen Para- 
graphen giebt es aber eine Substitution in fl, welche rjo in eine Potenz von 
i?o umwandelt Dies sei h, so dass A'"'i?(,A = ?yü wird; dann erhält man 

A"^«~^7yo«A = h-^rjlih = (6162)"^*""^%.* (61*2) = o'^.ri^iO == 1;,^, 
wo t nur die Elemente A», Ö1, ... Op^i enthält Es giebt also eine Sub- 
stitution a=^{bib2)t, welche mit der Gruppe i/o, rjoi ••• permutabel ist, und 
es besitzt t die Form ??S • '^^^ wo r bekanntlich eine Circularsubstitution des 
Grades p—1 bedeutet; folglich ist in H auch die Substitution & z={b^b^x^ 
vorhanden, wo r eins der Elemente z. B. Ay nicht mehr enthält In gleicher 
Weise giebt es eine Substitution ai = {b2b^T^ in der Gruppe G und 
also auch 

[(6|62)T'^-^[(A,A3)Ty]-\[(A,A2)T'^[(A2A3)Ty] = (6,6263). 

Hieraus folgt, dass G die Circulai-substitutionen dritter Ordnung enthält, 
die aus den 6 gebildet werden können, und da man die b selbst willkür- 
lich wählen kann, so enthält G alle Circularsubstitutionen dritter Ordnung 
und damit die altemirende Gruppe. 
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Bei dieser BeweisAhnuig ist tod vom herein Tonnsgesetzt, dass k 
mindestens gleich 3 sei: denn sonst wiren die noihwendi^en Subatinilioiiai 
(6,62)v6"---) ^"wi ^bibyi A...-) nicht herzustellen gewesen. 

Es ergiebt sich also Folgendes: 

Lehrsatz, ht eme Grmppe tarn Grade p-^k witkr mit k-m^ bwuitw, 
oder enthält eine primitite Grmppe rom Grade p — k eine Circmla mbHiMi om 
der PrimzaAlordnmng p, so enthält , itenn kz>'2 ist. G die aUer mr emde Grmppe 
der p + k Elemente. 

Hinsichdich der Literatur der eben behandelten Sitze sind die Ar- 
beiten des Herrn C. Jordan: Traite etc. §. 39s. 399: Note C: — liamvOie 
Journal (2.^ XVT, 1—20: — Bulletin de la Societe Math, de France L 40-71, 
175—221 sowie die des Herrn L. Sglom-, Clebseh Ann. V. 585—594 anzoftthren. 



§.6. 

Die in den nächstfolgenden Paragraphen angestellten Untersachnngen 
stutzen sich auf einen von Herrn C. Jordan [UonriHe Jonnial 2.^ XVIL 351) 
mitgetheilten Satz, den wir vtnit Erweiterung der Bedeutung einer Definition) 
nebst dem dort gegebenen Beweise der Vollständigkeit halber hier wiederholen. 

Benennen wir solche Substitutionen, welche genau r Elemente um- 
setzen : Sybstitmtionen r^ Klasse^ also auch die Substitution Eins entsprechend 
Substitution 0^^" Klasse und bezeichnen wir die in einer Gruppe befindliche Zahl 
der Substitutionen r^^ Klasse mit \y so ergiebt sich: Jede transitive Ghruppe 
G des m*«" Grades hat mindestens i» — 1 Substitutionen ■•**' Klasse. Bilden 
nämlich die Substitutionen, die das Element a nicht enthalten, die Gruppe JJ« 
der Ordnung X, so ist 

Die Gruppen Ä , H,, .... welche in G enthalten sind und die Ele- 
mente bi respective c^ ungeändert lassen, können durch Transformation aus 
Ha erhalten werden und haben daher entsprechend AT, Substitutionen «*" 
Klasse. Aber nicht alle m \ Substitutionen sind von einander verschieden, 
die den verschiedenen m Gruppen Ä,, Ä, ... angehören. Da nämlich jede 
derselben m—x Elemente ungeändert lässt, so gehört sie zugleich m^-x 

Gruppen an; es existiren daher in der Gruppe G nur — ^^ — JV, verschiedene 

Substitutionen x^^ Klasse. Die Anzahl X aller in den m Gruppen H^y Ht,, ... 
enthaltenen Substitutionen, mit anderen Worten die Anzahl aller Substi- 
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tationeu von G, die nicht der höchsten Klasse angehören, ergiebt sich hieraus 

Da aber G als transitive Grappe iw-mal so viel Substitutionen enthält, als 
die Anzahl derer ist, die ein beliebiges Element a ungeändert lassen, d. h. 
mJV, so wird die Anzahl Y der Substitutionen m^^^ Klasse durch die Gleichung 

gegeben. Es ist iVo gleich eins; daher Y mindestens gleich iw— 1. 

§.7. 
Wir wollen bei der transitiven Gruppe G von m Elementen voraus- 
setzen, dass die Substitutionen der m*®^ Klasse schon für sich allein ein 
transitives System geben, d. h. dass zwei beliebige Elemente a und b stets 
durch solche Zwischenglieder «i , «2 , «3 , ... a^ verbunden werden können, 
dass a und «1 in einem Cyklus eijier Substitution m^^^ Klasse vorkommen, 
ebenso «i und «2 ; «2 imd «3 ; ... «„ und 6. Unter dieser Annahme bilden 
wir aus allen Substitutionen der w^®^ Klasse eine neue Gruppe G\ welche 
dann gleichfalls transitiv ist , und für welche daher die Gleichung {A.) gilt. 
Haben nun iV', A^, Y' für G' dieselbe Bedeutung, wie die entsprechenden 
Buchstaben fllr G, so ist 

Nun ist G' in G enthalten, so dass N^ ^ iV^. sein muss ; andererseits enthält 
G' alle Substitutionen höchster Klasse von G, so dass T ==Y ist. Die 
Differenz von {A.) und (Ä.) liefert daher 

Keine der Klammem kann negativ sein; daher sind alle gleich Null und 
für a:<fw-l erhält man K = K. 

Lehrsatz I. Bildet man am den Substitutionen mf^^ Klasse der 
Gruppe G rom Grade m eine Gruppe G\ so können sich beidß Gruppen nur 
in den Substitutionen (m—iy^^ Klasse ron einander unterscheiden , falls G' 
transitiv ist. 

Lehrsatz IL Stimmen zwei transitive Gruppen in den Substitutionen 
der höchsten Klasse überein, und sind diese Substitutionen allein schon zur 

7* 
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Transitivitäl ausreichend, so können sich beide Gruppen nur in den Subsli^ 
tutionen der nächst niedrigen Klasse unterscheiden. — Dies ergiebt sich leicht, 
wenn man beide Gruppen G und G^ mit der aus den Substitutionen höchster 
Klasse gebildeten Gruppe G' = Gi vergleicht. 

Wir untersuchen jetzt die Tragweite jener den aufgestellten Lehr- 
sätzen zu Grunde gelegten Bedingung. Hier stellt es sich sogleich her- 
aus, dass alle doppelt transitiven Gruppen dieselbe von selbst erfüllen. 
Denn ist «i = (ai o^ . . .) eine Substitution m*®'^ Klasse, so giebt es eine solche 
(m— 1)^®'^ Klasse fr= («i)(ö2Ör- ••)•••? welche a^ ungeändert lässt und a^ auf 
O) folgen lässt Dann ist «^ = C^«i'r = (fliör-O? d.h. es giebt Substitutionen 
m^^f Klasse, die auf a^ ein beliebiges anderes Element a^ folgen lassen. 
Zugleich erhellt, dass in zweifach transitiven Gruppen die Zahl Y der 
Substitutionen m*«' Klasse ein Vielfaches von m— 1 ist. Gäbe es nämlich ausser 
den durch die Transformation von «i durch <i = 1, /a, ^4, ... t^ erhaltenen 
Substitutionen noch eine neue' m*®'^ Klasse (T = (aia^...), so würde 
^i = f+*öf7*=(aia2...) von Sy verschieden sein, weil sonst C^ «i '.* = *2 wäre. 
Transformirt man daher s'i wie oben s^ durch 1, fj, {4, . . . /», so ergeben sich 
III— 1 neue von einander und von den ersten verschiedene Substitutionen, 
so dass die Zahl aller, wenn sie grösser als m— 1 ist, mindestens 2{m—l) 
sein muss. Sind hiermit noch nicht alle Substitutionen m^^^ Klasse erschöpft, 
so können wir in gleicher Weise fortfahren. 

Lehrsatz lU. Die Zahl der Substitutionen mf^^ Klasse einer swei^ 
oder mehrfach transitiven Gruppe vom Grade m ist durch m — 1 theilbar. 

Lehrsatz IV. Stimmen zweifach -transitive Gruppen in den Substi'^ 
tutionen der höchsten Klasse überein, so können sie sich nur in den Substi^ 
tutionen der nächst niedrigen Klasse unterscheiden. 

Lehrsatz V. Stimmt eine zweifach- transitive Gruppe in den Substi- 
tutionen der höchsten Klasse mit denen einer anderen Gruppe überein, so können 
sich beide nur in den Substitutionen der nächst niedrigen Klasse unterscheiden. 

In den beiden letzten Lehrsätzen hätte man, wie es im dritten geschehen 
ist, die Ausdehnung auf mehr als zweifach -transitive Gruppen machen 
können. Hier tritt aber noch ein besonderer Umstand ein. Ist nämlich 
G zweifach -transitiv, so ist H^ noch einfach -transitiv, es braucht aber C 
nur einfach transitiv zu sein, und so kann Ä^ intransitiv werden. Dies ist 
der Grund der möglichen Differenz zwischen G und G; dass diese übrigens 
auch in der That eintritt, zeigt das Beispiel der Gruppen: 
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G= 1; (flüöOCaiflb)? i(h)(h){ai(h\ (aüÖ3)(öi02); {(ii»2(h\ (010302); (auöiOj), ... 
und 

G' = 1; (aüaOCaiOa), (aoa2)(aia3), {ao(h){^(h)' 
Ist aber 6 dreifach -transitiv, so ist H^ zweifach und die Gruppe H^f, der- 
jenigen Substitutionen von G^ welche die Elemente a, b ungeändert lassen, 
einfach -transitiv. Es ist aber H^^^ mit fl^,^ nach unseren obigen Sätzen 
identisch. Stellt man nun für H^ und für H'^ die Gleichungen auf, welche 
(A.) fentsprechen , so stimmen diese in den rechten Seiten überein ; daher 
ist Y=T; Ha und H'a haben gleichviel Substitutionen höchster Klasse, 
folglich auch G und G' gleichviele der (m— 1)*^^ Klasse, und da ^ in J? 
enthalten ist, und beide in den Substitutionen der übrigen Klassen überein- 
stimmen, so ist überhaupt If mit H identisch, und so ergiebt sich 

Lehrsatz VI. Stimmt eine drei'' oder mehr fach- transitive Gruppe 
mit einer anderen Gruppe in den Substitutionen höchster Ordnung überein , so 
sind beide identisch. 

§.8. 

Wir betrachten nun die einfach -transitiven Gruppen. Gesetzt die 
Substitutionen m^®^ Klasse «1 , «27 • • • *«> • • • bilden kein transitives System, 
so seien eii, Oj, ... a^; &i, 62, ... 6^; Ci, c^, ... c^; ... die einzelnen durch 
die Sa zu je einem System verbundenen Elemente. Nun muss es, da 6 
transitiv ist, eine Substitution /i = (ai6i...)... geben; transformiren wir die 
s durch /|, so müssen, damit nicht doch ein a mit einem b oder c in Ver- 
bindung kommt, alle a zugleich in alle b oder alle c u. s. w. übergehen, 
d. h. es ist 71 = p = a = • • • . Gäbe es zwei Elemente der einen Reihe, 
auf die durch eine Substitution u zwei andere nicht derselben Reihe ange- 
hörige Elemente folgten, z.B. u = {...aibi.. .aiCi. ..)... oder iii = (...ai6i...) 
(•..a2Cx...)..., so könnten erstens ai und €h in demselben Cyklus eines Sa 
vorkommen. Dann wäre *„ = (ai...a2...) und Sß = u'^SaU=:{bi...Ci...)'j dies 
ist aber nicht möglich, weil Sß gleichfalls zur m*«^ Klasse gehört, und hier 
die b von den c getrennt sind. Femer könnten »i und 03 verschiedenen 
Cyklen angehören ; dann müsste sich nach früheren Festsetzungen eine der- 
artige Reihe von Substitutionen aufstellen lassen, dass ai und o, transitiv 
verbunden wären, also 

tfj, = ^öl« •• 03. ..} ^Cl2»« •) 5 ^ = \Ö3.. .04. ••}... ; 

* -~* ^04 • . . 05 . . .y . . . , •••, S — ^Oyxi ••• c*y-^2 **•)••• , ^ — ' ^Oy_i.2 ••• CI2 •••)•• • 
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Nach dem eben Bewiesenen muss aber u auf Oi und Oj Elemente desselben 
Systems folgen lassen, da beide in s^ demselben Cyklus angeboren; ebenso 
auf 03 und 04, da beide in s' demselben Cyklus angeboren, u. s. f. So er- 
kennt man, dass u auf alle Elemente a,, a^^ ... a^+i, öy^.^, 02 Elemente 
ein und desselben Systems muss folgen lassen, d. h. dass « = (0161...) 
(0262...) ••• öder = (»161... 0262).. • ist. Auf Elemente einer Reihe lassen also 
die Substitutionen von G stets wieder Elemente derselben Reihe folgen, 
folglich ist die Gruppe nicht-primitiv. 

Die aufgestellte Bedingung ist also höchstens für nicht -primitive 
Gruppen nicht erfüllt. Das im vorigen Paragraphen gewählte zweite 
Beispiel zeigt aber, wie jene Bedingung auch hier erfüllt sein kann; 
und dass dies auch wirklich stets der Fall sei, lässt sich folgender- 
maassen nachweisen. 

Nach dem soeben Erläuterten bilden die Elemente, welche durch 
die 8 in Zusammenhang gebracht werden, ein oder mehrere Systeme der 
Nicht-Primitivität der Gruppe G. Es wäre also nur nachzuweisen, dass 
diese Systeme selbst mit einander in Verbindung gebracht werden köimen. 
Wir fassen nun die Elemente »i, ^2, ...; 61, 62, ...; c,, c., ...; ... in die 
Klassen A; B;C; . . . zusammen. Dann hängt mit der Gruppe G der a, 6, c, ... 
eine andere Gi der Elemente A, B, C^ . . . derart zusammen, dass wenn 
eine Substitution von G auf die Elemente der Klasse A die der Klasse B 
folgen lässt, die entsprechende Substitution aus 61 auf das Element A das 
Element B folgen lässt und umgekehrt. Gehen in einer Substitution von 
G die Elemente der Klasse A in sich selbst über, so Mit in der ent- 
sprechenden Substitution von Gi das Element A aus. Den Substitutionen 
höchster Klasse in Gi entsprechen solche der höchsten Klasse in G. Denn 
wenn in einer Substitution von G| das Element A wirklich auftritt, so 
werden in der entsprechenden von G alle a«, 02, . . . durch andere Elemente 
ersetzt. Ferner ist Gi transitiv, da G es ist; es enthält also nach §. 6 Sub- 
stitutionen höchster Klasse. Endlich hat Gi weniger Elemente als G. Ist 
nun Gl primitiv, so folgt, dass die A^ B, ... durch die Substitutionen 
höchster Klasse mit einander verbunden werden, also in G auch die a mit 
den b, . . . . Ist aber G^ noch nicht primitiv, so wäre der verlangte Satz 
nur für diese Gnippe von weniger Elementen zu beweisen. Geht man 
daher in derselben Ai't weiter fort, so ergiebt sich der Satz für 61, wenn die 
nächste Gruppe G2 primitiv ist, und da man offenbar durch weitere Zu- 
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sammenfassung der A, B, C, ... schliesslich zu einer primitiven Gruppe 
gelangt, so ist die Behauptung auch für G bewiesen. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so ergiebt sich: 

Lehrsatz!. In jeder nicht primitiven Gruppe giebt es Substitutionen, 
die alle Systeme untereinander Vertauschen. 

Lehrsatz 11. In jeder transitiven Gruppe bilden bereits die Sub^ 
stitutionen höchster Klasse ein transitives System. — Es ist daher die 
Bedingung der Sätze I. und II. in §. 7 stets erfüllt und jener zweite 
lautet jetzt: 

Lehrsatz UI. Stimmt eine transitive Gruppe G mit einer anderen 
Gruppe G' in den Substitutionen höchster Klasse überein, so können sie sich 
nur bei ein^ und zweifacher Transitivität von G unterscheiden. Dann brau- 
chen die Substitutionen der zweithöchsten Klasse nicht übereinzustimmen. Bei 
zweifach-transitiven Gruppen geschieht dies jedoch nur, wenn die aus G durch 
Unterdrückung eines Elements entstehende Gruppe nicht-primitiv ist. 

Der letzte Zusatz muss noch begründet werden. Unterdrückt man 
in G und ff dasselbe Element, so erhält man zwei einfach-transitive Gruppen 
H und ir^ welche sich in den Substitutionen höchster Klasse unterscheiden. 
Die beiden gemeinsame Gruppe sei fl|. Dann ist Hi nicht mehr transitiv. 
Denn wäre dies der Fall, und wäre s = {a2ai. ..)... eine H aber nicht Hi 
angehörige Substitution , so gäbe es in Ä, ein ai = ( »i Oj . . . ) also in 
H eine Substitution «.aj = (oa)..., die nicht mehr der höchsten Ordnung 
angehört, also in fli enthalten ist. s.ai = a2 zeigt aber, dass *=a2.ar^ 
entgegen der Annahme zu H^ gehören würde. Es theilen sich daher die 
Elemente in Gruppen aj, 02, . . .; Ä|, 62, . . .; ... derart, dass die einzelnen 
a und auch nur diese durch Hi verbunden sind, u. s. w. H darf in den 
nicht zu Hl gehörigen Substitutionen s also nur die einzelnen Gruppen mit 
einander verbinden. Gäbe es nun ein «1 = (a^ Oj . . .) (02 61 . . .) . . . oder ein 
^2 = (ai6i...)(a2Ci. ..)..., so würde a = (aiOj. ..)... durch «1 oder *2 transfor- 
formirt ein a mit einem b oder ein b mit einem c verbinden. Beides ist 
unmöglich; also lässt jedes s auf Elemente einer Gruppe Elemente der- 
selben Gruppe folgen, d. h. H ist nicht-primitiv. — 

Nach dem Resultate des Lehrsatzes U. liegt die Frage nahe, ob die 
Substitutionen höchster Klasse nicht so beschaffen seien, dass sie auf ein 
beliebiges Element alle anderen «—1 Elemente folgen lassen, besonders 
da man weiss, dass mindestens n—l Substitutionen höchster Klasse be- 
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ftteheiL Gleichwohl is di« niehr der FalL In der Gn^pe der Ordnnng 72, 
welche aiLs den .Sabsätnäooen 



*i = a. 



* I 



/:= aa,«:; a^o^o^ «{«-o» : /,= aia«< Os«^«- .%#xa„) 

entspringt, giebt es keine Sabsdninonen. die zwei demseften Cyklns eines 
/ angehörenden Elemente anf einander folgen laseen. Dass diese Grnppe 
gleichzeitig keine regnlSre Snbsäanion oithllt vgL SgbHt. CleUck V. 585). 
ist nicht zn&llig: doch denke ich ers; an anderer S%elle auf diesen Zn- 
sammenhang näher einzugehen. 

Berlin, den 6. NoTember 1876. 
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Zur Elektrodynamik. 

(Von Herrn Hermann Grassmann in Stettin.) 



JJas Gesetz über die gegenseitige Einwirkung zweier Stromtheile, 
welches ich im Jahre 1845 in Poggendorffs Annalen Bd. 64 S. 1 S. im Gegen- 
satze gegen das AmpdreBche Gesetz als das muthmasslich richtige aufstellte, hat 
durch die neuesten bahnbrechenden Arbeiten von Herrn Clausim, namentlich 
durch seine Abhandlung in diesem Journal Bd. 82 S. 85 S. nicht bloss eine 
neue Stütze, sondern, man kann sagen, eine sichere Begründung gefunden. 
In der That stimmt das Kraftgesetz ftlr Stromelemente, wie Herr Clansius es 
S. 130 der erwähnten Abhandlung aus seiner allgemeinen Theorie ableitet, mit 
dem von mir a. a. 0. dargestellten Gesetze genau überein. Da Herr Clansius, 
dem meine oben erwähnte Abhandlung oifenbar entgangen war, diese Ueber- 
einstimmung in seinen Arbeiten (vergl. noch Poggendorff^ Annalen Bd. 156 
S. 657 ; Bd. 157, S. 489 und Verhandlungen des naturhist Vereins der preuss. 
Rheinlande und Westfalens Bd. 33) nicht erwähnt, so will ich sie hier kurz 
erörtern und daran einige, wie ich glaube, nicht unwichtige Folgerungen 
knüpfen. 

Es ist äusserst leicht, die Uebereinstimmung beider Gesetze durch 
die in meinen Ausdehnungslehren (von 1844 u. 1862) behandelte Analysis 
nachzuweisen ; aber, da ich nicht voraussetzen darf, dass d«n Lesern die Gesetze 
dieser Analysis geläufig sind, so stütze ich mich zunächst nur auf die Sätze 
der gewöhnlichen Analysis, namentlich hier auf den Satz, dass, wenn 
öl, 02, ^3 die senkrechten Coordinaten und a die Länge einer Strecke, und 
4i, 62^ 63 die entsprechenden Coordinaten und b die Länge einer zweiten 
Strecke sind^ dann der Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen 
beider Strecken, den ich nach hergebrachter Weise mit cos(a6) bezeichne, 

cos(a6) = ' ' ','^ ' ' 

^ ' ah 

ist. Sind nun bei senkrechtem Coordinatensystem dx\ dy\ rf«' die Coor- 
dinaten und ds^ die Länge eines Stromelementes, dx, dy, ds die Coordinaten 
und ds die Länge eines zweiten Stromelementes, X, Y, Z die Coordinaten 
der Kraft, mit der das erstgenannte Element auf das zweite wirkt, sind 
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femer Xy y\ z' die Coordinaten des Anfangspunktes des ersten, x, y, ss die 
Coordinaten des Anfangspunktes des zweiten Elementes, also x—x^ y—y', 
Ä — «' die Coordinaten der Strecke, die von dem erstgenannten Anfangs- 
punkte nach dem letzten gezogen wird, und ist r die Länge dieser Strecke, 
also {x — xy+ (y — yy+ (« — ä')^ = r', sind ferner i und »' die beiden Strom- 
intensitäten, € der Winkel zwischen den beiden Stromelementen und k ein 
constanter Zahlenfactor, so ist nach Clausius a. a. 0. S. 130 






(1.) ; 

Nun ist 

r r* 2r* 2r' 

Also ist 

4 .-^ 4 



dx r' ' (to 

Ferner ist 

cos« = {dx.dx'+dy.dy'+dz.dz'):ds.ds\ 

Diese Werthe in (1.) eingesetzt, erhält man 

X = --^\{x-x'){dxMx'+dyJy'+dzM:s')-[{x-x')dx+(jf^^^^ 

und entsprechend sind die Ausdrücke ftir Y und Z. Nimmt man die Ä-Axe 
senkrecht gegen die Ebene an, in welcher r und ds' liegen, so wird ä — ä' = 
und dz' = 0, also auch Z = 0. Wir können daher die genannte Ebene die 
Wirkungsebene nennen; die Formel flir X wird dann 

X = ^-!^\{x-'x'){dxdx'+dydy')^[(x--x')dx+{y-y')dy]dx'\ 

und entsprechend flir Y. Nun sei, wie in meiner Abhandlung Pogg. 64 S. 9 

das Product i'ds' mit a, das Product ids mit 6, und die (senkrechte) Pro- 

jection von b auf die Wirkungsebene mit bi bezeichnet, ferner sei der 

Winkel 

Z^ra = a, Z^rbi = ß, Z^b^a^y 

gesetzt, so dass also 

a = ^rbi + ^bia = ß+y 

ist Man nehme die y-Axe in der Richtung 6i, und die x-Axe in der dagegen 
senkrechten, in der Wirkungsebene liegenden Richtung c an, und zwar so, 
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dass A6iC = +90^ ist Dann sind also tdx' und i'dy' die Coordinaten von 
a, idx und idy die von 6^ also 

,, . ü'(dxdaf+dffdy') 

cosy = cos(6ia) = — ^^ Z 

und 

cos/9 = cos (r 61) = — ^ ' — ^-^ — i-i-JL. 

Setzen wir diese Werthe ein, so wird 

k 

X = i^[{x-'x')abiCOBy—i'dx'rbiCOsß]j 

Y = --^[(y-yOö^iCosy-t'rfyVftiCOS/?]. 

Nun ist y — y' die Projection von r auf 61, also gleich rcos(r6i) = rcos/9^ und 
i'dy' die Projection von a auf &i, also gleich a cos (&i a) = a cos ;^^ also 

Y= r^(cos/?co8y— cosycos/?) = 0. 

Femer ist x—x' die Projection von r auf c, also gleich 

rco8(rc) = r cos (r6i+6ic) = rcos(90+/9) = — rsin/9 

und i'dx' ist die Projection von a auf c, also gleich 

acos(ac) = acos{abi+bic) = acos(6iC— 61a) = acos(90"— y) = asiny^ 
also 

X = — r^(sin/3co8y+ cos/9 sin y) = — r^sin(/94-y), 

also 

(2.) X = — j^sina. 

Dieser Ausdruck stellt, da Y und Z Null sind, die ganze Kraft dar. Er 
ist mit dem Ausdrucke, den ich in Pogg. 64. S. 9 Formel 4 mitgetheilt 
habe, identisch, nur dass k^ dessen Werth von der Annahme der Einheiten 
abhängig ist, dort selbst als Einheit gesetzt war. 

Es gewinnt aber diese Formel (2.) durch das von Herrn Clautius erwie* 
sene Grundgesetz eine ganz neue Bedeutung. Sie stellt nun nicht mehr eine 
Hypothese dar, welcher andere Hypothesen vielleicht mit gleicher Berech- 
tigung zur Seite gestellt werden können, sondern ergiebt sich nach der 
C^owttwschen Darstellung als nothwendig. Um dies zu zeigen und daran 
noch andere Folgerungen zu knüpfen, will ich hier den Gang der Claurius^ 
sehen Darstellung kurz zur Anschauung bringen. Herr Clawius weist nach, 

8* 
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dass das Grundgesetz, welches der Begründer einer einheitlichen Theorie der 
Elektrodynamik, Herr W. Weber, aufgestellt hat, nur unter der Voraus- 
setzung mit der Erfahrung im Einklänge ist, dass sich in jedem galvanischen 
Strome die positive und negative Elektricität mit gleicher Geschwindigkeit 
in entgegengesetzten Richtungen bewegen. Er zeigt namentlich, dass, wenti 
in einem galvanischen Strome die entgegengesetzten Elektricitäten sich mit 
ungleicher Geschwindigkeit bewegen (z. B. die negative ruht), dann bei Zu- 
grundelegung des WeberBchen Gesetzes der constante Strom auf ruhende 
Elektricität vertheilend wirken müsse; was der Erfahrung widerspricht Ich 
bemerke, dass man diesen Nachweis auf eine höchst elementare Weise ver- 
mittelst eines linearen Stromes führen kann, der aus zwei concenti-ischen 
Kreisbogen und zwei geraden Strecken besteht, wenn nämlich das geineinsame 
Centrum der beiden Kreisbogen in dem Punkte liegt, in welchem die 
Elektricität ruht, und die beiden Strecken verlängert durch denselben Punkt 
gehen. In diesem Falle zeigt der blosse Anblick der Weberschen Formel 






dass der positive Strom (abgesehen von der statischen Wirkung, die sich 
gegen die des negativen stets aufhebt) auf die ruhende positive Elektricität 
eine anziehende durch die Mitte des Stromes gehende Wirkung übt, welche 

dem Quadrate der Geschwindigkeit [-^J proportional ist, während die ne- 
gative Elektricität ebenso stark abgestossen wird, dass hingegen der nega- 
tive Strom die Wirkungen in entgegengesetztem Sinne übt, aber so, dass 
diese Wirkungen dem Quadrat der Geschwindigkeit, mit welcTier die ne- 
gative Elektricität strömt, proportional sind. Die Gesammtwirkung ist also 
nur dann Null, wenn beide Geschwindigkeiten gleich gross sind, in jedem 
anderen Falle müsste eine Vertheilung der ruhenden Elektricität im Wider- 
spruche mit der Erfahrung Statt finden. Das Entsprechende weist Herr Clamius 
für das ütemannsche Grundgesetz nach. Beide würden also nur für den 
Fall mit der Erfahrung übereinstimmen, wenn sich annehmen Hesse, dass 
in jedem galvanischen Strome positive und negative Elektricität mit gleicher 
Geschwindigkeit (nach entgegengesetzten Bichtungen) strömten. Diese An- 
nahme ist jedoch nicht gestattet, da z. B. in Elektrolyten die Elektricitäten 
sich mit den Ionen bewegen, und diese im Allgemeinen ungleiche Ge- 
schwindigkeit besitzen. 
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Nun geht Herr Clawws von der auch bei dem Weber^chen und Riemann- 
sehen Gesetze zu Grunde liegenden Annahme aus, dass die Kraft, mit der 
ein sich bewegendes Elektricitätstheilchen e' auf ein anderes e wirkt, nur 
von der gegenseitigen Entfernung der beiden Theilchen und von der Rich- 
tung und Grösse ihrer Geschwindigkeiten und Beschleunigungen abhänge. 
Indem er nun hiermit nur die Resultate sicherer Beobachtungen und das 
Princip der Erhaltung der Energie in Verbindung setzt, gelangt er zu 
seiner Fundamentalformel (66.), in welcher jedoch noch eine unbekannte 
Function von r vorkommt. Diese unbekannte Function hebt sich aber, 
wenn man die Kraft bestimmt, mit welcher ein Stromelement ds' auf ein 
anderes ds wirkt, von selbst weg, und so gelangt man zu der Gleichung (1.) 
und zu der ihr gleichbedeutenden (2.), welche also als vollkommen be- 
gründet angesehen werden müssen, sobald man nicht etwa auf höhere als 
die zweiten Zeitdi£ferentiale der bewegten Elektricitäten zurückgehen will. 

Hierbei ist zu bemerken, dass die Formeln (1.) und (2.) auch geltend 
bleiben, wenn die beiden entgegengesetzten nach entgegengesetzter Richtung 
strömenden Elektricitäten nicht dieselbe Geschwindigkeit haben, dass aber 
dann unter Intensität des Stromes die Summe der positiven und der in ent- 
gegengesetzter Richtung strömenden negativen Elektricität zu verstehen ist, 
welche in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt des Leiters strömen. 

Ich schliesse hieran eine ganz elementare Ableitung der Wirkung 
eines constanten geschlossenen Stromes auf ein Stromelement, welche zu- 
gleich zu Resultaten führt, die, wie ich glaube, bisher unbekannt ge- 
wesen sind. 

Wenn man in (2.) statt a seinen Werth t'rf«' setzt, so findet man 
durch Integration sogleich die Kraft r, welche eine mit der Intensität i' 
durchströmte Strecke BC auf ein Stromelement übt, dessen Anfangspunkt 
in A liegt, und dessen Projection auf die Ebene ABC gleich h^ ist. Näm- 
lich wenn AD = h die Höhe des Dreiecks ABC ist, und die Stücke des 
Dreiecks in hergebrachter Weise benannt werden, so ist 

f? = , ' (cos/j + cosy). 

Wenn ins Besondere 6i mit BC gleichgerichtet ist, so hat r die Richtung 
von AD; und wenn sich 6| um einen beliebigen Winkel in der Wirkungsebene 
dreht, so dreht sich die Richtung von r um denselben Winkel, während 
der Werth von r derselbe bleibt Wenn a der dritte Winkel des Dreiecks 



62 Grassmann, zur Elektrodynamik. 

und m die Mittellinie ist, welche diesen Winkel hälftet und bis zur gegen- 

ttberliegenden Seite reicht, so ist bekanntlich ^^^P'j'^^^y =- un^ 

die obige Formel wird 

2*t'6j8in-s- 

(3.) e = ^ • 

^ m 

Um aber diese Formel unmittelbar benutzen zu können, ist es nothwendig, 
in ihr auch die Richtung der Kraft e darzustellen. Zu dem Ende moas 
ich auf einige Begriffe der geometrischen Analysis zurückgehen, wie ich 
sie in meinen Ausdehnungslehren von 1844 und 1862 dargestellt habe, 
nämlich auf den Begriff der Strecken, der Flächenräume, auf die Addition 
der Strecken und Flächenräume und auf das innere Product des Flächen- 
raums in die Strecke. Nämlich zwei begrenzte gerade Linien setze ich 
als Strecken nur dann gleich, wenn sie gleiche Länge und Richtung haben, 
und zwei Ebenentheile setze ich als Flächenräume nur dann gleich, wenn 
die beiden Ebenen parallel sind und die Ebenentheile gleichen und gleich- 
bezeichneten Flächeninhalt haben ; zwei Strecken werden addirt^ indem man 
sie stetig aneinander legt, dann ist die Strecke vom Anfangspunkt der 
ersten zum Endpunkt der letzten die Summe beider Strecken, zwei Flächen- 
räume werden addirt, indem man sie als Parallelogramme stetig aneinander- 
legt, d. h. sie so legt, dass die Grundseite des zweiten mit der Deckseite 
(der der Grundseite gegenüberliegenden Seite) des ersten zusammenfällt, 
dann ist das Parallelogramm, dessen Grundseite die Grundseite des ersten 
und dessen Deckseite die Deckseite des zweiten Parallogramms ist, die 
Summe der beiden Flächenräume. Endlich unter dem inneren Producte 
eines Flächenraums F, dessen Inhalt Eins ist, in eine Strecke b, geschrieben 
[F\b] verstehe ich eine Strecke g, welche mit der Projection bi von b auf 
F gleich lang ist, welche in der Ebene F auf &i (also auch auf b) senk- 
recht steht, und welche an 6| stetig angelegt nach derselben Seite hin 
abbiegt, nach welcher der Umfang von F durchlaufen wird. Setzt man 
XF statt F, wo X den Flächeninhalt ausdrückt, so wird [XF\b] = kg. 

Wenden wir dies auf den obigen Fall an, und setzen fest, dass F 
mit dem Flächenraum des Dreiecks ABC gleichbezeichnet sei, so ist klar, 
dass nach dem Obigen die Richtung der Kraft mit [F\b] entgegengesetzt 
bezeichnet sei, und also, wenn die Richtung der Kraft zugleich ausgedrückt 
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werden soll, in (3.) statt 6, zu setzen ist — [F|6], d. h. 

2J!ct'8m-|- 

(4.) f> = ^C'^l*]- 

Nun durchströme der galvanische Strom ein beliebiges Raumpolygon, dessen 
eine Seite BC ist, während A der Anfangspunkt des Stromelementes b bleibt. 
Für das sich an ABC anschliessende Dreieck sei a^ statt a, nii statt m und 
Fl statt F gesetzt, u. s. w., so ist die Kraft F, mit der das ganze Polygon 
auf das Stromelement b wirkt, 

« er, 

sm -^ gm y 

(5.) F=-2&i'[p|6], wo p = --f-F+-^F, + ... 

Diese Gleichung schliesst folgenden wichtigen Satz ein: 

„Wenn ein beliebiger geschlossener Strom im Räume gegeben ist, 
so giebt es zu jedem Punkte A eine bestimmte Ebene, die man durch A 
gehend annehmen, und die Wirkungsebene des Stromes in Bezug auf den 
Punkt A nennen kann, und welche die Eigenschaft hat, dass jedes von A 
ausgehende Stromelement (6) erstens, wenn es auf dieser Ebene senkrecht 
steht, keine Einwirkung durch den Strom erfährt, zweitens, wenn es schräge 
darauf steht, dieselbe Wirkung erleidet wie seine (senkrechte) Projection 
(61) auf diese Ebene erleiden würde, drittens, dass die Kraft, die es erfährt, 
in dieser Ebene liegt und auf der Projection (60 des Stromelementes und 
also auch auf diesem selbst senkrecht steht, und viertens dass, wenn g die 
Kraft ist, welche jenes (von A ausgehende) Stromelement (6) in irgend 
einer Lage erfährt, und sich die Projection (6,) des Stromelementes auf die 
Wirkungsebene um irgend einen Winkel in dieser Ebene dreht, dann auch 
die Kraft g ohne ihren Werth zu verändern sich um denselben Winkel dreht" 
Diese Wirkungsebene ist, wenn der Strom ein Polygonstrom im 
Räume ist, aufs leichteste zu construiren. Denn sie ist parallel mit Q, und 
Q ist nach Formel (5.) durch Addition der Flächenräume unmittelbar 
zu finden. 

Viel bequemer als der hier eingeschlagene Weg wird die Methode, 
wenn man gleich von Anfang die geometrische Analysis einfuhrt. Aber 
dann ist noch der Begriff des äusseren Productes zweier Strecken einzu- 
führen. Ich verstehe nämlich unter dem äusseren Product [a.b] zweier 
Strecken a und b den Flächenraum des Parallelogramms, welches a zur 
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Grnudseite uud b zur sich daran auschliessenden Seite hat. Dann ergiebt 
sich, was ich hier nicht nachweisen will, aus Formel (1.) unmittelbar die 
Formel 

(2*) P = -^-[r.aiy, 

wo r, ö, 6 die Strecken selbst darstellen, deren Längen wir oben mit 

r, tty b bezeichneten, und wo P die Kraft ihrer Grösse und Richtung nach ist. 
Setzen wir hier a = i ' cb', wo wieder ds' zugleich die Richtung des 

Stromelementes ds' darstellt und nehmen ds' als Element eines beliebigen 

geschlossenen Stromes, so erhalten wir, wenn man die Integration auf den 
ganzen geschlossenen Strom ausdehnt, 

(5*) V^ki'[Q\b], wo Q==ft^ 

ist. 

Es hat hier wie überall nicht die mindeste Schwierigkeit, die Formeln 
der geometrischen Analysis unmittelbar in die in der Regel sehr viel com- 
plicirteren Formeln der gewöhnlichen Analysis umzusetzen. Man hat zu 
dem Ende nur auf den drei gegeneinander senkrechten Coordinatenaxen 
drei Strecken anzunehmen, deren Richtungen die der positiven Axen und 
deren Längen Eins sind, diese seien ei, es? ^; Bind dann ai, 02, 03 die 
Coordinaten einer Strecke a, so hat man nur statt a zu setzen 0161+^^2+0363. 
Wendet man dies Verfahren bei jeder Strecke an und führt dann die Addi- 
tionen und Multiplicationen nach den gewöhnlichen Gesetzen der Algebra 
aus, nur dass man die Factoren eines Productes nicht ohne Weiteres ver- 
tauscht und zusammenfasst, so bleiben in der Formel keine anderen Strecken 
übrig als 61, 62, 63, deren Multiplication, sei sie eine äussere oder innere, 
nach den Definitionen dieser Producte auszufUliren ist In unserer Formel 
(5*.) erhält man dann V zuletzt in der Form F= F,ei + F262+^3^7 wo dann 
Vt^ ^2, ^3 die gesuchten algebraischen Ausdrücke sind. 

Stettin, den 10. Januar 1877. 
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Ueber den Ausdruck, welcher im Fall gleicher Wurzeln 
an die Stelle der Vandermondeschen altemirenden 

Function tritt. 

(Von Herrn Franke in Dessau.) 



Wenn die Gleichung 

(I.) x-+^,a^^+.4,«-H-+^-,aJ+A 
Xi gleiche Wurzeln zum Werthe r,, 

Xi - - - - Tj, 



= 0, 



X, - . . . r, 

hat, 80 ä&B» Xi+Xi+-" + x, = n, so existiren, falls man das IHfferential 

der Kürze halher mit [r*]^ bezeichnet, die n Relationen: 

W" +A[rJ-T +^,[»^-']" '+•••+ A-iM" +A[r\r =0, 

• - 

. M'"-*+A[»1-T'-'+^7[»?-*]"-'+-+4.-i[r{]"-»+4.[ra"-' = 0, 



[rj]«. -'+^. [f?-']'. ->+^, [f?-']'. -»+... +^,.. [rj]'. -+ ^. [r^ö'' "• 
ans denen die Gleichung: 

(H.) 

resultirt, wenn man mit P.^i die Determinante 

M" [rT-T' . . . [r|]" Kl" 



= 0, 






[f?]"'-' [rj-»]'"-' . . 
bezeichnet 
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Vermittelst dieser Gleichung beweist man leicht die Gültigkeit der 
Relation : 

(IIL) (-1)"^" Ä " ä"\-1)*^^'^"''''^. «"»- ^(r.-r,^'^ (p, q-1, 2, ... t), 

u^m m=l a=l p<:q 

WO die drei Factoren der rechten Seite in ausgeschriebener Form die Werthe 

haben. Denn ist diese Relation für ein bestimmtes n gttltig, was für 
11 = 2, «1 = 1, ;f2 = l in Wirklichkeit der Fall ist, so folgt, je nachdem 
man in P^^i 

Pm = [r;;i]" oder p„, = [rjr^ 
setzt, 

oder 

= (_l)..+«.+-+VlJf,(*,-l)...21Xr.-r,)'<r,-^,)»^4^,-^-^,)^-^(^,~r,+,)'^+»...(r,-r.)'.. 
Im enteren Falle ist 

P — <■ 1 Mi+I ^'n+t 

im zweiten Falle 



dPn+2 



dg 



w+i 



Bezeichnet man für . "'^ ^ die verschiedenen Werthe von r mit r,, r2, ... n 

und die Zahl der Reihen, in denen r^ enthalten ist, mit Xp, und berücksichtigt, 
dass im ersten Falle 

und dass im zweiten Falle 

t ^=^ 8f A| = 5f 1 , A2 ^ ^2 ? ... ^^—1 ^^ ^j— 1 7 

x]-n+2x, = ;iJ-(«+l), 
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80 resultirt fttr beide Fälle: 

/ 1 \n+l oPn+1 

X (ri-r,y-^.(ri-r,)^-^'...(r,_,-r,)^->-*«. 
Sind sämmtliclie n Wurzeln einander gleich, so erhält man 

(IV.) (-1)"--^^ = (-l)^l-\2-''...(»-2)».(«-iy. 
Bezeichnet man femer die Determinante: 

M" WT [rVi' ... [ra'■-^ [»^,T [♦'.T ... [r^:]''-' 
[rjr wr wr ... w]"-' w [rg* ... [rj]'--' 

[r;"T [^"'J* [^""'J' • • • [f^rT'' [rr'T [rr'Y . . . [^"']''-' 

mit iß^ so hat man: 

Q = (-1) ' .(-1)«.-^, 



W-1 ' 



also 

(V\ <^Q . - (-i)..+>.+-+»p-i 

d[rr']'p-' * ^ ~ 1.18.3...(x,-l).(r,-rp)«.(r,-rp)«....(rp-r.)«. 

Bei Berechnung des vollständigen Integrals der Differentialgleichung 

\i/T+^ls]'-'+^2{sT-''+-+A,.M+A,[yf = Fix) 
gelangt man zu der Determinante 

[^"f [xer"f [«V"]" ...[««'-V'*]" [c^"]" [x^^f ...[x'«-V«']" 

[e'-*]-' [x^"]'-' [«V'*]"-' ... [aj"-V'']"-' [c^"]"-' [«c'«*]"-' ... [a:»*.- V« *]-' 
Hierin ist: 

[x' €'y = [xj [6^']"+ -f [aj^ [c^']"-' + -^f^ M' [e^'?-' + • • • 



■ t • 



Für /> >. i verschwinden die Glieder dieser Reihe von der Form 

|a!']p+».fri']«'+' 
1.2...(p+*) ' 

9» 



andererseia luum nun fBr ^ <C i die Beflie nm die ebcnfrDs nH c h w iB dcnden 
Glieder von der Form 



rllngem. so daas man ei^ih 



^r-y = ^---s ,2...^ 



Die Determinante R ist demnach die Sunme aller möglieben AudrOeke 
von der Form: 






r.m 



\xy- X A 


^ 


'*. 




1^....* i^.-.i; 


I.2.. 


ß^ 


. 1^.../. 1^.../, f.S...^ 


• ■ ■ • • ' 






y^ . - • b-T- 


• • • ■ • 


•. *J 




y;y ... [rj]-. ,^ 


• • • ■ • 


V« 


r 


[f?--:^ . . . frTT^' 



und zwar kSnnen die GiSsseii .:?«« jr^^ ... ^ idle Weithe t<hi Null bis 
M— 1 annehmen. 

Die den letzten Factor dieses Prodarts bildende Detenninante Ter- 
sohwimlet« so oft zwei der Grossen ii oder y... oder ^ etBaBdA gleicli and; 
da nun aber |i|« 7^1« ... ^x ^^^ gleich Null sein können, so Tcnchwinden 
sSmmtliohe Determinanten bis anf die eine, in welcher 

ist. 

Mit Ixtloksioht daraatl dass . V ^ = 1 ist resnltirt: 

und 



V 



Vl^^ 



j[xV~^^r»' 



-r.R = - -,:>^, ,, :g.eV'. 



sind dlo sÄwmitUohon n Wurzeln einander gleich, so ergeben ach anch 
dio Httuuutllohon rnu^nleterminanten -j .^^w^: ohne Weiteres. 

l>or Au*dniok v-l"^*'^'- j.j'^-pr--^"'*'*"" i^ nirnüch identisch 
lull dor t >otormiuHnh' 
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p-if) rw>-n« 



]"[!*-']'...[»*-•]''-• 

















• • • 






.-n/5 






I^'IX^'i 1 



J' [r^ ]^ ... [rP ?>-' "J'' {^^^ '.[r^]^' ^J^ \xP^''Y^.\rP]ß^ ^ 

/^,=^ 1.2.../5, ^,-.^ 1.2.../9, 



s \T i •►• L' j ^ — A o ' f — .•^ — ^r"9 7 '" .^ — r"ö — f — 

Denn es sei m «ei p ; addirt man zur m^«" Colonne der letzten Determinante die 
vorhergehenden Colonnen, nachdem dieselben mit 



r m-ni) L^'" 'J' 

[X j , ^ , . . . 



[x™"']"*"' 



1 ' • • • l.2...(m-2) 
multiplicirt sind, so wird das Glied in der m^^ Colonne und der {q-\-\y»^ Reihe 



[«-»-•]"[»-]"+- 



[a:"-il'[r»]' , [a!'»-'l'[r«]* 



1 



+ 



1.2 



+ 



« • • 



""^ 1.2...(m-2) ■^'•'^-' e'« * 



Ist aber »»>»;», so wird , wenn man die erste bis p^ Colonne nach Mnlti- 
plication mit 



M", -^^, 



• • • 



1.2...(p-l) 

zur m*«" Colonne addirt, das Glied der letzteren in der {q + 1)*«° Reihe : 

[.,.j.[^r+jj!ia=r+j£Ä]L+... 



Man hat demnach: 



[j;'"]P->.[r«]'^' /»=* [x"']/»[r«]'' _ [j;"'<^']« 
■^ 1.2...0?— 1) ^ Pf 1.2.../? ~ e" 



dÄ' 



(-ir^-'. ^^j:;,j,_, .e-<-'>- = [rT[r']'^ ••[»*-?-' 






ßlW=P 



ißf 



Am=^i' 1.2.../9, 



/»m 



=n-2 



^i=P 



^ '2^..^ 



• • • 



2: [aL'-']'".[r"-'j''" 



^nr^P 
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Zieht man in letzterer Determinante nach Mnlt^Iication mit schicklichen 
Factoren die erste Reihe Ton ftSmmtlichen folgenden Reihen, aodann die 
zweite Reihe von sämmtlichen folgenden Reihen n. &. w. ab, so erhält die 
Determinante folgende Gestalt: 



1.2. ..p 1.2...P 

1.2...(p+l) l.2...(p+0 



1.2...P 
1.2...(p+l) 1 



oder 



1.2. ..(»—2) 1.2. ..(«-2) 






»-I 



•C'^]*-* 



1.2... (»—2) 



[^7 



Letzterer Ausdrack ist gleich dem Prodncte des niimerischeii Factors 

1.2...(i»+l).1.2...(;»+2)...1.2...(«-l) 
in die Determinante 



i M 

1* 


1.2 


1.2.3 






1.2...(ii-p-l) 


1 

P 

il 


X 


X* 










T 


1.2 










1« 


1 


X 

1 










r 







1 












• 
















• 










. . 1 


X 

1 


X 

1. 


t 

2 











1 



1 



Bezeichnet man diese Determinante mit 5(^^t), so hat man 

X g, «' c *' o 

«m = "l" """'"l^ "•"'"'" T2i3" """*—'** 



1.2...(m-2) 



S,+ 



1.2. ..(m—1) 



Si± 



• • Iv • • • ^W 
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Wäre für S^ von f = 1 bis p = m— 1 der Werth 

^ "" 1.2...P 

gültig, so würde auch für p = m der Werth 

^ — ^ )P P'P"^ I P'P—^'P — 2 p ,h\_ xp 

^^"" i.2...p \i 1.2 "^ i.2.3 *""*■ 1 ~^)"" i.2...p 

gelten. Da nun 

Si = -y- , S2 = 



i ' ^" 1.2 ' 

SO folgt für jedes beliebige m 



'" ~ 1.2. ,.111 

und demnach: 



d[a:Pe'^]"-* ' 1.2...(it— p — l).1.2...p.e^* 

Dessau, den 8. December 1876. 
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Bemerkung zu derjenigen Gleichung, von welcher die 
Bestimmung der Normalen an eine Fläche 

zweiten Grades abhängt. 

(Von Herrn F. Caspary.) 



\ ou einem beliebigen Punkte des Ranmes lassen sich bekanntlich 
sechs oder fünf Normalen an eine Oberfläche zweiten Grades ziehen, je 
nachdem letztere enie Mittelpunktsfläche ist oder nicht. Ausnahmen hiervon 
bilden diejenigen Punkte, von denen aus zwei Normalen zusammenfallen, 
was fUr alle Punkte der Krttmmungsmittelpünktsfläche eintritt Für die 
Punkte dieser Fläche, die ich kurz Fläche der Centra nennen will, sind 
von den sechs bezw. fllnf Wurzeln der die Normalen liefernden Gleichung 
zwei einander gleich. Da dasselbe fUr alle Punkte stattfindet, welche auf 
einer der Hauptebenen der gegebenen Oberfläche zweiten Grades liegen, so 
haben Clebsch *) und ich **) auch dieses Zusammenfallen der Wurzeln 
dahin interpretirt, dass beliebige Punkte der Hauptebenen zusammenfallende 
Lösungen des Normalenproblems ergeben. Letzteres ist aber im allgemeinen 
nicht der Fall. Herr August hatte nämlich die Güte, mich darauf aufmerksam 
zu machen, dass, wie sich auf synthetischem Wege leicht ergiebt, beliebige 
Punkte der genannten Hauptebenen distincte Normalen liefern. Mit der 
Beantwortung der beiden Fragen, wesshalb und in welcher Weise das Zu- 
sammenfallen der Wurzeln fllr die Punkte der Fläche der Centra anders 
zu interpretiren ist, als fUr die der Hauptebenen, beschäftigt sich die folgende 
Note. Ausserdem enthält sie die dadurch nothwendige Abänderung einiger 
Sätze meiner oben erwähnten Arbeit. 

Giebt man der Gleichung der Oberfläche zweiten Grades die Form : 

a:'* f/* z'* 

(1.) 4-+-»-+-^ -2a'/' = 0. 

a o c 

aus welcher für c = oc das Paraboloid hervorgeht und bedeuten X, Y, Z, T 



*) Dieses Journal, Bd. 62, p. 70. 
**) Dieses Journal, Bd. 81, p. 150. 
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die homogenen Coordinaten eines beliebigen Punktes im Räume, so sind: 

X x" X \ x' 



T f V a f 



7 






f f' ~ V \c t' V» 
o/ t/ z' 

oder indem man nach — , , -^, -^ auflöst: 

** _ aXv 

y' 6 Yv 

(3.) {T ^ TCfcv + A) ' 

3' _ Zv + TX 

die Coordinaten der vom Punkte (J^f, y, Z, T) an (1.) gezogenen Normalen. 
Die Einsetzung von (3.) in (1.) ergiebt die die Normalen liefernde Gleichung: 

. oX* hV_ Zy + TA ( Zv + TA 

^*-> (a,» + A/ + (6v+Ay+^,/ 

Befreit man dieselbe von den Nennern, und bezeichnet ihre linke Seite 
mit i2(i, a^), so ist, wie ersichtlich, I2(A, r) = vom sechsten Grade in 

— • Bedeutet noch r die Distanz des Punktes (X, Y, Z, T) vom Punkte 

i^', y\ ^\ '') , 80 folgt aus (2.) : 

(5-) '■ = -i:ii.(4)V,V(-^)"+(.K-';-)-i)-i, 

und man erkennt, dass, nach Substitution der Werthe von , ^, , -^ 

aus (3.) in (5.), ^^ iu allen Fällen eine eindeutige Function von - ist. 
Zu efwem Werthe von - gehört daher ein und nur ein Werth von r^^ und 

zwei gleichen Werthen von entsprechen ^wei gleiche Werthe von r^. 

Daher folgt, dtsss gleichen Wurzeln eon £2 {X, v) zuvörderst nicht susammen- 
fallende Normalen entsprechen, sondern nur Normalen gleicher Länge. Verlangt 
man demnach, dass letztere auch zusammenfallen, so müssen sie überdies noch 
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zusammenfallende Fusspankte haben, was allerdings immer eintritt, wenn den 

betreffenden Werthen von eindeutige Werthe von -^^ ? "^ ? 7 entsprechen. 

Die Form der Gleichungen (3.) ergiebt aber sofort, dass diese Eindeutigkeit ver- 

lorcn geht, wenn einer der Werthe .r ? ^? -, dieFoim ^ annimmt. Dies 

ist der Fall der Hauptebenen. Daher folgt : Schliesst man die Hauplebenen der 
Flächen zweiten Grades aus, so liefern zusammenfallende Wurzeln der die Nor- 
malen bestimmenden Gleichung auch zusammenfallende Normalen. 

So lange T^O ist, geschieht die Auswerthung der unter unbe- 
stimmter Form sich ergebenden Fusspunktscoordinaten ftlr die von den 
Hauptebenen auslaufenden Normalen am besten dadurch, dass man den für 

— sich ergebenden Werth in die drei anderen Fusspunktscoordinaten ein- 
setzt, und die vierte Coordinate, die im allgemeinen doppeldeutig wird, aus 

der Gleichung der Oberfläche (1.) berechnet Für 7=0 erhält man die 

X Y Z 

Fusspunkte sofort, wenn man flir -^r, -jr, -sr Polarcoordinaten anwendet 

Man findet auf diese Weise, dass von einem beliebigen Punkte einer Haupt- 
ebene sechs dislincte Normalen an die Mittelpunktsflächen zweiten Grades 
gehen. Vier derselben befinden sich, als Normalen der Schnittcuree, in der 
Hauptebene selber, während die beiden anderen ausserhalb derselben symmetrisch 
zu ihr liegen und von gleicher Länge sind. Während daher die auf die 
Fläche der Centra sich beziehenden Sätze der Clebsch^chen Abhandlung 
und meiner eigenen unverändert bleiben, ergiebt sich für die Haupt- 
ebenen die Modification, dass an Stelle y^ zusammenfallender Normalen^ 
„Normalen gleicher Länge" gesetzt werden muss. Will man die Punkte, 
von welchen Normalen gleicher Länge ausgehen, als Mittelpunkte von 
Kugebi ansehen, welche die Fläche zweiten Grades berühi-en, so kann 
man dies Resultat auch so aussprechen, dass die Punkte der Hauptebenen 
Mittelpunkte von Kugeln sind, welche doppelt berühren^ während die 
Punkte der Fläche der Centia die Mittelpunkte von osculirenden Kugeln shid. 
Hierdurch findet zugleich der von Clebsch und mir hervorgehobene Um- 
stand seine Erklärung, dass die Discriminante von S2{l,r) = in zwei 
wesentlich verschiedene Factoren zerfällt, von denen der eine die Fläche 
der Centra ist, während der andere die Hauptebenen ergiebt Für die 
Punkte der letzteren haben zwei Normalen nur gleiche Länge, für die der 
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erstereii auch uocli gleiche Richtuug, fallen daher zusammen; oder anders 
ausgedrückt: Für die Punkte der Hauptebenen sind die Berührungskugeln 
doppelt berühiende, für die der Fläche der Centra osculirende. Nach dem 
Vorangegangenen erklärt sich dies dadurch, dass im letzteren Falle die 
Coordinaten der Normalenftisspunkte , welche auch die Berührungspunkte 
der Flächen zweiten Grades mit der Berührungskugel sind, eindeutig bleiben, 
während sie im ersteren Falle unter unbestimmter Form sich darstellen und 
dann als doppeldeutig sich erweisen. 

Setzt man c=«?, so geht das Ellipsoid (1.) in die meiner Arbeit 
zu Grunde gelegte Form des elliptischen Paraboloids über, und die Formeln 
(3.) und (4.) verwandeln sich in die p. 146 aufgestellten. Die Gleichung 

(4.) wii-d flu- c = <x) vom fünften Grade in — und an die Stelle der Haupt- 
ebenen der Fläche (1.) treten die beiden Symmetrieebenen a:' = 0, y'==0 
und die unendlich ferne Ebene t = 0. Da auf diesen Ebenen sich auch Punkte 
befinden, von welchen zwei oder mehr Normalen nicht allein gleich lang sind, 
sondeiTi auch gleiche Richtung haben, so sind, wie sich aus dem Obigen 
leicht ergiebt, nur die zusätzlichen Bemerkungen p. 150, 165, 176, 179, 181 
meiner Arbeit abzuändern, und zwar in folgender Weise: Von einem be- 
liebigen Punkte jeder t^on beiden Symmetrieebenen giebt es fünf distincte Nor- 
malen; von beliebigen Punkten der in den Symmetrieebenen liegenden Parabet- 
eroluten fallen einmal zwei, und von den Rückkehrpunkten der letzteren 
Curven einmal drei Normalen zusammen, während zwei andere einander gleich 
werden. Für beliebige Punkte der unendlich fernen Ebene fallen zwei Nor- 
malen, und für diejenigen beiden Geraden, in denen sie die Fläche der Centra 
osculirt, drei Normalen zusammen. Den von Punkten der Symmetrieebenen 
als Normalen .gleicher Länge ermittelten, entsprechen für die unendlich ferne 
Ebene eine Nonnale mit endlichem Fusspunkte und eine andere in dem 
unendlich fernen Punkte des Paraboloids endende. Letztere ist gleichzeitig 
eine von den zwei oben erwähnten zusammenfallenden und dies zeigt die 
Zugehörigkeit der unendlich entfernten Ebene zur Fläche der Centra. 

Berlin, den 20. Januar 1877. 
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lieber die verschiedenen Formen der Bedingnngs- 
gleichung^ welche ausdrückt^ dass sechs Punkte auf 

einem Kegelschnitte liegen« 

(Von Herrn £. flimyaily in Budapest) 



Mftifl en g^ometrie, eomnie eo algebre. Im pfai- 
DAit des idees differentea oe soot qae des trans- 
formatioDB: etc. 

^PoiDBot : BOT U compositioo des momeoB et Ul 
compositioD des sires. Jonrn. de Fteole doItI. 
Cah. XIII pig. li<9.) 

i/en Zusammenhang, welcher zwischen sechs anf einem Kegelschnitte 
liegenden Punkten besteht, drücken die folgenden geometrischen Theo- 
reme aus: 

a) Das von Pappns herrührende Problem ,,ad quatuor lineas,*' das 
seit Descartes das Problem von Pappus*) genannt wird. 

6) Das Theorem von Desargyes **). 

c) Das Theorem von Kewlom***) und das von Chatletf) ,,anhar- 
monisehes Verhältniss von Punkten eines Kegelschnittes^* genannte Theorem. 

d) Die Theoreme von Pascal a\ Mac-Laurin und Braikenridge und 
endlich 

e) Das Theorem von Camo/ttf). 

Zu bemerken ist, dass die Eigenschaft des anharmonischen Verhält- 
nisses von Punkten eines Kegelschnittes das Theorem von Newton enthält, 
und dass femer die Theoreme von Mac-Lamrin und Braikenridge sich von 
dem PMco/schen bloss in der Aussage untersclieiden. 



♦) Man vergl. Chasles, Aper^ historique 2*^* edition, Chap. I, §. 32 pp. 37—39, 

**) Oeuvres de Desargues r^onies et analjs^es par M. Poudra T. I, p. 186, 
ferner p. 267. 

***) Philosophiae naturalis principia mathematica. Editio Leseur et Jacquier 
1739, T. I, p. 208. 

t) Apercu historique, Note XV art. 19. 
ff) Man vergl. Chasles: Apercu historique Chap. II, §. 17. 
ttt) GöomiStrie de position. Paris 1808, p. 437 Theor. XXXVÜI. 
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I. 

1. Wir wollen nun unter der Voraussetzung, dass die Coordinaten 
der sechs Punkte gegeben seien, die vorhergehenden Theoreme der Reihe 
nach durch Gleichungen ausdrücken. 

Bezeichnen wir mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 die fraglichen sechs Punkte und 
die homogenen Verhältnisscoordinaten des Punktes i mit or,, y^ , a, (• = !,... 6), 
so ist 

-2* + a?ijf4a = 

die Gleichung der die Punkte i und k verbindenden Geraden, wenn wir 
unter x, y, z die laufenden Coordinaten verstehen. 
Setzen wir femer 

SO sind ^,i, ria,, ^^^ die homogenen Coordinaten der Geraden (iä). 
Endlich sei noch 

(Jff.) 2±x,y^z, = iikl). 

2. Von dem Theorem von Pappus ausgehend werden wir bezüglich 
des Vierecks 1324 ausdrücken, dass das Verhältniss der Producte der 
senkrechten Entfernungen des Punktes 5 von je zwei gegenüberliegenden 
Seiten gleich ist demselben Verhältnisse, wenn wir an die Stelle von 5 den 
Punkt 6 treten lassen. 

Bezugnehmend auf die in {B.) eingeführte Bezeichnung, drückt sich 
dies durch die folgende Gleichung aus: 

(<35 )(245) _ (136)(246) 
(i45)(235) ~ (i46)(236) ' 

die zugleich ausdrückt, dass die sechs Punkte 1 , ... 6 auf einem Kegel- 
schnitte liegen. 

Wir erhalten dieselbe Gleichung, wenn wir das Viereck 1324 mit 
der Geraden 56 schneiden und dann nach dem Theorem von Desargues 
ausdrücken, dass die Punkte 5, 6 und die vier Schnittpunkte, in welchen 
die Transversale 56 die Seiten des Vierecks schneidet, in Involution sind, 
oder wenn wir nach der anharmonischen Eigenschaft von Punkten des 
Kegelschnitts ausdrücken, dass die die Punkte 5 und 6 mit den Punkten 
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1, 3, 2, 4 verbindendeu zweimal vier Strahlen gleiche auharmouische Ver- 
hältnisse haben. 

3. Von den Pnnkten 1, ... 6 lassen sich fttnfzehnmal vier andere her- 
ausgreifen, da aber durch je vier Punkte drei einfache Vierecke bestimmt 
sind, so bestimmen die Punkte 1, ... 6 fUnfimdvierzig einfache Vierecke. 

Drückt man nun das Theorem von Pappus bezüglich jedes der füuf- 
undvierzig Vierecke aus, so würde man fUnfundvierzig Gleichungen erhalten; 
da aber drei und drei dieser Vierecke immer auf dieselbe Gleichung führen, 
so erhält man auf diese Weise bloss fünfzehn der Form nach verschiedene 
Gleichungen, welche alle ausdrücken, dass die Punkte 1 , ... 6 auf einem 
Kegelschnitte liegen. Es führen z. B. die folgenden drei Vierecke: 

3546, 5162, 1324 
auf die Bedingungsgleichung, die wir in der vorigen Nummer erhielten. 
Wenn wir den Vierecken die Punkte vorausetzen, aus welchen die Perpen- 
dikel auf die Vierecksseiten geMlt werden, so lassen sich die vorhin an- 
gegebenen Vierecke auf folgende Weise zusammenstellen; 



12 
34 
56 



3546 
5162 
1324 



(I.) 



(IV.) 



34 

56 

|14 

J35 

(62 



(II.) 



(III.) 



woraus sich flir diejenigen drei Vierecke, welche auf dieselbe Gleichung 
führen, ein leicht zu erkennendes Bildungsgesetz ergiebt. 

Wir stellen nun die fünfundvierzig möglichen Vierecke in folgendem 
Tablean zusammen, indem wir solche drei in eine Gruppe stellen, welche 
auf dieselbe Gleichung führen. 

12 3546 /14 

36 
(52 

15 

32 

64 
,13 
J45 
162 

15 

26 

34 

14 

56 

32 



(VII.) 



(X.) 



(xm.) 



16 
42 
53 
13 
65 
24 
12 
54 
36 



3546 
5162 
1324 
3652 
6124 
1345 
4523 
5136 
1462 
6254 
2143 
1635 
5346 
3162 
1524 



(V.) 



(VIU.) 



(XI.) 



(XIV.) 



3562 
5124 
1346 

3624 
6145 
1352 

4652 
6123 
1435 

2364 
3145 
1256 
5362 
3124 
1546 



(VI.) 



(IX.) 



(xn.) 



i 



(XV.) 



16 


3524 


32 


5146 


54 


1362 


13 


4562 


46 


5123 


52 


1436 


15 


4623 


42 


6135 


63 


1452 


12 


6543 


64 


5132 


53 


1624 


16 


5324 


52 


3146 


34 


1562 
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Man ersieht hieraus zugleich, dass aus (I.) durch cyklische Vertauschung der 

Zahlen 2, 4, 6; 4, 5, 2; 2, 3, 6 und 2, 3, 5 die Gnippen von (H.)— (IX.) 

hervorgehen. Vertauscht man femer in (II.) die Zahlen 3, 4, 5 mit 5, 3, 4, 

dann 4, 5, 6 mit 5, 6, 4 und 2, 3, 4 mit 3, 4, 2, so erhält man die Gruppen 

(X.) — (XII.). Vertauscht man schliesslich in (I.), (II.) und (III.) die Zahlen 

3 und 5 unter einander, so entspringen daraus die Gruppen (XIII.)— (XV.). 

Die den fünfzehn Viereckssystemen entsprechenden Gleichungen sind 

die folgenden: 

(1.) (136)(145)(235)(246)-(i35)(146)(236)(245) = 0, 

(2.) (i26)(135)(234)(456)~(123)(156)(246)(345) = 0, 

(3.) (125)(134)(246)(356)-(124)(135)(256)(346) = 0, 

(4.) (125)(136)(234)(456)— (123)(156)(245)(346) = 0, 

(5.) (126)(134)(245)(356)-(124)(136)(256)(345) = 0, 

(6.) (126)(145)(234)(356)-(124)(156)(236)(345) = 0, 

(7.) (125)(134)(236)(456)-(123)(145)(256)(346) = 0, 

(8.) (125)(146)(234)(356)-(124)(156)(235)(346) = 0, 

(9.) (126X134)(235X456)-(123)(146)(256)(345) = 0, 

(10.) (126X145X235)(346)-(125X146)(236)(345) = 0, 

(11.) (124)(136)(235)(456)— (123)(146)(245)(356) = 0, 

(12.) (136)(145)(234)(256)-(134)(156)(236)(245) = 0, 

(13.) (135)(146)(234)(256)-(134)(156)(235)(246) = 0, 

(14.) (126)(135)(245)(346)~(125)(136)(246)(345) = 0, 

(15.) (124)(135)(236)(456)-(123)(145)(246)(356) = 0, 

welche ausdrücken, dass die Punkte 1, ... 6 auf einem Kegelschnitte liegen. 

Man kommt von der Gleichung (1.) ausgehend durch die vorhin an- 
gegebenen Vertauschungen auf die Gleichungen (2.) — (15.). 

5. Drückt man fenier nach dem Po^ca/schen Theoreme aus, dass 
die gegenüberliegenden Seiten des Sechsecks iklmnp sich in drei Punkten 
schneiden, die in einer Geraden liegen, so erhält inan unter Benützung 
folgender Bezeichnung: 

Vlm^pi Vpi itmy ilm^pi Qpi ^Imy ^ImVpi ^pi Vi 
VnpQkl Vkl ^np9 titp?« t« §np9 ^npVkl ^kt Vf 

die Gleichung: 

(16-) ^iklmnp = 0, 

die zugleich ausdrückt dass die sechs Punkte 1, ... 6 auf einem Kegel- 
schnitte liegen. 



(C.) ^iklmnp — 



Ihn 
Inp 
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Da bekanntlich durch sechs Punkte sechzig einfache Sechsecke bestimmt 
sind, so repräsentirt die Gleichung (16.), wenn man fllr iklmnp die den sechzig 
Sechsecken entsprechenden Zahlen setzt, sechzig Gleichungen, von welchen jede 
ausdrückt, dass die sechs Punkte 1, ... 6 auf einem Kegelschnitte liegen. 

5. Verbinden wir die Punkte 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6 durch 

Gerade und bezeichnen wir die Schnittpunkte der Geraden 34 und 56, 

66 und 12, 12 und 34 mit A^ B, C, so lässt sich das Theorem von Camot 

durch die folgende Gleichung ausdrucken: 

Ab M^ Bi B2 C3 Ci . 

Ai' ä4' Bb' m' Ci ' C2 ~ ^' 

und da sich die in dieser Gleichung vorkommenden Verhältnisse durch die 

Coordinaten der Punkte 1, ... 6 ausdrücken lassen, so geht dieselbe nach 

Beibehaltung der in {B.) gewählten Bezeichnung in die folgende über: 

(345)(346)(i56)(256)(123)(124) 



oder 



(356)(456)(125)(126)(1 34)(234) 



= 1, 



(i25)(126)(134)(234)(356)(456) -(123)(124)(156)(256)(345)(34«) = 0. 

Bedenkt mau ferner, dass sich durch die Puukte 1, ... 6 fünfzehn Systeme 
von drei Geraden legen lassen und zwar die in den Gruppen (I.) — (XV.) 
den Vierecken vorangehen, so sehen wir, wie aus der vorhergehenden Glei- 
chung durch die in No. 3 angegebeneu Vertauschungeu noch andere vier- 
zehn Gleichungen folgen, welche den noch übrigen vierzehn Systemen von 
drei Geraden entsprechen, die durch die Punkte 1, ... 6 gehen. 

Wir kommen also durch das Theorem von Camot auf die folgenden 

fünfzehn Gleichungen : 

(1*0 (125)(126)(134)(234)(356)(456)-(123)(i24)(156)(256)(345)(346) = 0, 
(124)(136)(145)(235)(256)(346)- (125)(134)(146)(236)(245)C356) = 0, 
(123)(i46)(156)(236)(245)(345) - (i26)(136)(145)(234)(235)(456) = 0, 
(1 24)(135)(146)(236)(256)(345) - (126)(134)(145)(235)(246)(356) = 0, 
(i23)(145)(156)(235)(246)(346)- (125)(135)(146)(234)(236)(456) = 0, 
(123)(135X146X245)(256)(346) - (i25X134X136)(235X246)(456) = 0, 
(124)(136X156)(235X246)(345)-(i26)(i35X146X234X245X356) = 0, 
(123)(136)(145)(246X256X345)-(126)(i34)(i35)(236)(245X456) = Ö, 
(124)(135)(156)(236)(245)(346) -(125)(136X145)(234)(246)(356) = 0, 
(i23)(134)(156)(245)(246X356)- C124)(I35)(136)(234)(256)(456) = 0, 
(125)(i34)(156)(236)(246)(345) -(126)(135)(145)(234X256)(346) = 0, 
(123)(125Xf46)(246)(345)(356)- (i24)(i26X135)(235)(346X456) = 0, 
(123)(12«)(145)(245X346)(356)- (i24X125)(i36)(236)(345)(456) = 0, 
(124)(134)(156)(235)(236)(456) - (123)(145)(i46)(234)(2.56X356) = 0, 
(125)(136)(146)(234)(256)(345)-(126)(<34)(156)(235)(245)(346) = 0, 



(2* 

(3*. 

(4*. 

(5*. 

(6*. 

(7*. 

(8*. 

(9*. 
(10*. 
(li*. 
(12*. 
(13*. 
(14*. 
(i5*. 
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vou welchen eine jede ausdrückt, dass die Punkte 1, ... 6 auf einem Kegel- 
schnitte liegen. 

6. In den Gleichungen (1.)— (15.) kommen von den zwanzig Temen 
der sechs Zahlen 1, ... 6 je acht vor, während in den Gleichungen 
(1*,)~(15*.) deren zwölf vorkommen. Es ist nun zu bemerken, dass in je 
zwei Gleichungen, wie z. B. in (1.) und in (1*.) alle zwanzig Temen vor- 
kommen, es ergänzen sich also je eine Gleichung des Systems von (1.)— (15.) 
mit je einer des Systems von (1*.) — (15*.) und zwar so, dass einer Glei- 
chung aus dem ersten System die mit derselben Zahl bezeichnete des 
zweiten Systems entspricht 

IL 

7. Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, wie sich die Theoreme 
vou Pappu8, Desargues und die anharmonische Eigenschaft von Punkten 
eines Kegelschnittes, dann die Theoreme von Pascal und Camot durch Glei- 
chungen ausdrücken lassen. Während die ersten drei Theoreme auf die- 
selben fünfzehn Gleichungen [(1.)— (15.)] führen, resultirten aus dem 
Pwca/schen Theorem sechzig (16.) und aus dem Coraofechen fUufzehn 
Gleichungen [(1*.)-(15*.)]. 

Wir erhielten also im Ganzen neunzig von einander der Form nach 
verschiedene Gleichungen, welche alle ein und dieselbe geometrische Be- 
dingung, dass nämlich sechs Punkte auf einem Kegelschnitte liegen, aus- 
drücken. 

Auf die neunzig Gleichungen hat die Geometrie geführt, wenn daher 
die Algebra der Geometrie nicht nachstehen soll, so muss der zwischen 
den neunzig Gleichungen bestehende Zusammenhang durch algebraische 
Hülfsmittel erledigt werden. 

Die Ermittelung dieses Zusammenhanges bildet die Hauptaufgabe 
dieser Abhandlung. 

8. Wir wählen nun die Grösse ^12345« als Ausgangspunkt für die 
folgenden Untersuchungen. 

Die Detei-minante ^«3456 erhält tnan unter wesentlich verschiedenen 
Formen, wenn man selbe der Reihe nach mit den folgenden neun Deter- 
minanten: 

-2'±^I2%4S45, 2'+fi2lJa4^|, ^tSnVn^sßj 
-2'±l45lj34^S6, -2'+^i2%i?56? ^±§12^1*^2^1 
^i. bl2 %1 b23 ? *^db §46 ^S* S23 j ^i. ^45 ^61 b56 
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Bumgadg, tAer $eek$ PmJae amf eittem KegeUtkmH. 



mulnpucut in welchen 


i die Werthe der Grosisen ^^ i;^ ^ mss den Gleklraiigei 


{A.) ereichtlich giiid. 




Die Besnltate der 3IaltipIication mögen durch folgende Glekhongei 


ausgedruckt sein: 




(17.) 


-^m«6-2'±lu%*t« = -2'±«,fti«i. 


• (18.) 


^123456 -2* +C,2 1734^1 = ^+016363, 


(19.) 


'^i2uiä,^+ii2Vnt» = -2* + lliCic,, 


(20.) 


-^lZM56-2'±f45'jMS36 = -S'laifejC,, 


(21.) 


-^i23«ft-2'+fi2i;eiLäft = -2*+a,6ic„ 


r22^ 


^12M56-2'+5i2lJj4^2j = S+OibjC^^ 


(23.) 


'^l2M56-2'± ^M 1J*i ^23 — -2'+fl|6ieii 


^24.) 


'^llMI6-2'±C4s^MWu = 2±atlhC%j 


C25.) 


^t234i6^±^4S^ei^ = -S±«i6iCl, 


indem man hat 




«. = 0, 


«2 = -2'±^,2»?mJ^,, O, = 2±SnV^taj 


bi = -2'±lM'Jn 


t^, 62 -0, *3 = -2*+lMiJs6^a: 


Ci = .2" + $56 IJm 


&5 : ^2 -^^i >S6 'il« S6I ; ^3 — , 


«;=o, 


«2 = ^±^45734^9 Ö3 = -2'±&|slj56C23l 



cl = -^+lM*;wfe«? *s = -2'+la';Mi«i? fj = 0. 
9i Die in den Gleichungen (17.)— (25.) vorkommenden Grössen 
Ol, Aj etc. sind einer ferneren Rednction fähig, wenn man 

Oj, ttj, 61, 6j, C|, Cj, Ol, oi, 6}, 6j, c,, ci 
der Reihe nach mit den folgenden Determinanten: 

(126), (123), (345), (234V (4ö6>, (156), «,345), (456), (126), (156), (123), (234) 
multiplicirt ; es erhalten dann die erwähnten Grössen die folgenden Werthe: 



«. = 0, 



a, = (126H134), 



6, = -(124) (345), 6> = 0, 



«, = -(123) (256), 
6j = (234)(356), 



c, = (126)(456), 

«; = 0, 

A;«(12(i)(145), 
r; = -(123)(245), 



c, = -(156)(346), c, = 0, 

di = - (146) (.345) , «; = (235) (456) , 

C = (136) (234), 



6; = -(156) (236), 
c, = 0. 



Hunyadtfy über serhf Punkte auf einem KegehchnüL g3 

Set^t man schliesslich die für die Grössen a, b, c^ . . . erhaltenen Werthe 
in die Gleichungen (l?,) — (25.) ein und multiplicirt die in dieser Gleichung 
linker Hand vorkommenden zweiten Factoren der Reihe nach mit den 
folgenden Determinanten: 

(345)', (126), (123), (345), (126), (123), (123), (345), (456), 
so gehen nach Weglassung der gleichen Factoren die Gleichungen (17.) — (25.) 
in die folgenden über: 

(26.) A.U.S = (<26)a34)(235)(456)-(123)(146)(256)(345), 

(27.) //,„,,, = (126)045)(234)(356)-.(124)(156)(236)(345), 

(28.) 4«45. = (125)(136)(234)(456)-(123)(156)(245)(346), 

(29.) ^.„45s = (125)(146)(234)(356)-(124)(156)(235)(346y, 

(30.) //,,„5s = (125)(134)(236)(456)-(123)(145)(256)(346), 

(31.) ^1,3456 = (126)(134)(245)(356)-(124)(136)(256)(345), 

(32.) ^„„,, = (136)(145)(234)(256)~(134)(156)(236)(245), 

(33.) 4,3,,, = (124)(136)(235)(456)~(123)(146)(245)(356), 

(34.) ^„„,, = (126)(145)(235)(346)-(125)(146)(236)(345). 

10. Gehen wir femer von den Determinanten Jm^os und ^140125 aus, 
und multipliciren die erstere mit der Determinante 

-^i 1912^43 ^51 7 

während wir die zweite mit der Determinante 

multipliciren, so erhalten wir durch den früheren ähnliche Reductionen, dass 

^n4se. = (125)(136)(234)(456)^(123)(156)(245)(346), 
^14.3.5 = (125)(136)(234)(456)-(123)(156)(245)(346) 

und somit nach Gleichung (28.) 

(35.) ^luui = ^ltS456> 

(36.) ^i46St5 = ^ItI45«* 

11. Multiplicirt man nun ^124365 der Reihe nach mit den folgenden 
Factoren : 

-^'±112^43^36 7 -2" ±136^43^61 7 -2*+ ^36^43 ^24, ^ + SxVsi^1 

SO erhält man nach ähnlichen Reductionen, wie vorher unter Berück^ 
sichtigung von (35.) die folgenden Gleichungen: 

(37.) ./,..«. = (125)(134)(246)(356)-(124)(135)(256)(346), 
(38.) J,,,,,, = (126)(135)(234)(456)~(123)(156)(246)(345), 
(39.) ^^„345. = (124)(135)(236)(456)~(123)(145)(246)(356), 
(40.) 4.,45. = (<26)(I35)(245)(346)~(125)(136)(246)(345). 

11» 
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Multiplicirt man endlich -^1403% mit den Factoren: 

80 gelangt man nach Berücksichtigung von (36.) zu den folgenden Glei- 
chungen : 

f41.) 4.34.« = (136)(145)(235)(246)-(135)(146)(236)(245), 
(42.) ^.„,,. = (i35)(146)(234)(256)^(134)(156)(235)(246). 

Es drücken nun die Gleichungen von (26.) — (34.) und (37.)— »(42.) den 
Zusammenhang aus, der zwischen der Quantität ^123456 und den ersten Gliedern 
der Gleichungen: 

9, 6, 4, 8, 7, 5, 12, 11, 10, 3, 2, 15, 14, 1, 13 
stattfindet. 

12. Nach den vorhergehenden Erörterungen ist man im Stande, auch 
den zwischen den sechzig Quantitäten: 

bestehenden Zusammenhang zu ermitteln. 

Es ist nämlich aus den Gleichungen (26.) -(34.) und (37.) -(42.) 
ersichtlich, dass, so oft in ^123456 zwei Zahlen mit einander vertauscht werden, 
die auf diese Weise erhaltene Grösse bloss ihr Zeichen wechselt. Da nun 
alle Grössen J aus ^123456 durch successive Vertauschung je zweier Zahlen 
erhalten werden, so folgt, dass 

das Vorzeichen von -^^123450 hat, oder nicht, jenachdem die Complexion 

iklmnp 
mit der Complexion 

123456 

in eine Klasse gehört oder nicht 

13. Um schliesslich noch den Zusammenhang von ^123450 ^^^ den 
ersten Gliedern der Gleichungen (1*.) — (15*.) zu ermitteln, multiplicire 
man die Grössen 

■^1234561 ^143652 9 -^IGS?«? -^143562 7 -^1532647 
'^134f.S27 -^164253? -^134562 7 -^154263 7 •^136524 7 
-^152634 7 -^126453 7 ^1254367 -^145032 7 ^165234 

der Reihe nach mit den folgenden Determinanten 

-2'± ^12 ^34^567 -2'±^'|4l?36?S2 7 -2'± ^|6^32 ^54? -2'± Ii4^35 ^62? ^+Sl&Vz7^y 
-2* ± lis 1?46 ?52 7 -2'+ ^,61^42^53, ^+§nV^^'iJ -S" + ^jg 1^43 ^63 r -S" + ^13 l^ßS ^24 7 
-2'±li5?j26&34 7 -5'±^n^ft»&537 -2'± Il2^54 ^367 -2* ± f 14 ^50 ^32 7 -? ± |l6 ^62 ^34- 
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Nach Transformation der Elemente in den resultirenden Determinanten er- 
hält man die folgenden Gleichungen: 

^3. j ^nM5o^+^n^«?5« = (125)(126)(134)(234)(356)C456) 
\ -(123)(124)(156)(256)(345)(346), 

j-^M3«,^±^u^3«S« = (124)(136)(145)(235)(256)(346) 
j -(125) (134) (146) (236) (245) (356), 

dC«« 6lC*a 6lG»a 

aus welchen der Zusammenhang zwischen der Quantität ^i^msü nnd den 
linken Seiten der Gleichungen (1*.) — (15*,) ersichtlich ist 

Budapest, im August 1876. 
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Neuer Beweis für die Unauflösbarkeit der Gleichungen 

von höherem als dem vierten Grade. 

(Von Herrn JB. Netto.) 



In der irreductiblen Gleichung f{x)'=x''+aiX*'~^+'*'+an = seien die 
a rationale Functionen von gewissen unabhängigen Veränderlichen 9l„ 9^2? • • • ; 
die Wurzeln von f{x) = seien x^ X2^ ... x„. Im Falle die Gleichung 
allgemein ist , sind die symmetrischen Functionen der x, , ... x^ und nur 
diese in den a rational ausdrUckbar. Soll man die Gleichung auflösen^ so 
kommt dies darauf hinaus , die einzelnen x mit Hülfe gewisser Symbole, 
Wurzeln, auszudrucken; diese aber haben lediglich die Bedeutung, dass man 
die Wurzeln anderer einfacher Gleichungen a"* = A als bekannt ansieht. Wir 
betrachten statt dieser Gleichung die allgemeinere y(a)^a'"+a,a"*~^+-+ir.=0 
als der Gleichung f{x) = „adjungirt'^ Elann man jetzt eine Function der x 
entweder durch alle, oder durch einige a und z rational darstellen, während 
dies durch die a alleui nicht möglich war, besteht also eine Gleichung 
F(xi, ...X«; Ä,,Ä2,...Ä,„; a,,...an) = 0, so wird nothwendiger Weise ein ge- 
wisser analytischer Zusammenhang zwischen den Coefficienten a und a be- 
stehen. Denn wäre eine derartige Beziehung nicht vorhanden, so könnten 
auch die x und die s auf keine Weise in Beziehung zu einander gebracht 
werden. Welcher Art nun die Verbindung zwischen den 91 und den a ist, 
darüber lässt sich allgemein nichts bestimmen. Der Absicht des vorliegenden 
Beweises entsprechend mögen die a als rationale Functionen der a, be- 
ziehungsweise der 91 betrachtet werden, so dass also in dem obigen 
speciellen Falle z'" = A, A eine rationale Function der a wäre. Die 
Wurzeln «i, ... a„, smd folglich gleichfalls Functionen der a, und 
ihre Gesammtheit ändert sich nicht, wenn zwischen den x eine beliebige 
Permutation stattfindet. Die z sind aber durch Vermittelung der a und a 
auch algebraische Functionen der x. Möglicherweise lassen daher ge- 
wisse Permutationen zwischen den x schon einzelne z, z. B. «i fllr sich 
ungeändert. Diese Permutationen gri , grj , ... bilden in so fem eine ge- 
schlossene „Gruppe," als diejenige Permutation, welche durch Aufeinanderfolge 
mehrerer von ihnen entsteht, gleichfalls Zi ungeändert lässt und also zur 
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Gruppe gehört; mit andern Worten: das Produet 3^1.3^2 = ^3 gehört wieder 
unter die Gruppe, also auch 3^3: 3^2 =0^1; speciell also auch I:g2=^g2~\ d.h. die- 
jenige Permutation, welche nach g2 angewendet, deren Wirkung aufhebt 
Wendet man aber auf alle Permutationen der so gebildeten Gruppe Si eine nicht 
in ihr enthaltene Permutation y an, die daher «, in ein anderes z, z. B. in ä^ um- 
wandelt, so erhält man eine neue Gruppe S25 welche äj ungeändert lässt, und 
jede Permutation dieser Eigenschaft gehört zu S2 . Das Letzte ergiebt sich dar- 
aus, dass, wenn man auf irgend eine Permutation, die «2 nicht ändert, y~^ an- 
wendet, eine solche Permutation entsteht, die z^ ungeändert lässt. Betrachten 
wir daher die Permutationen, die gleichzeitig in sämmtlichen Gruppen Si, 
82^ ... S,^ enthalten sind, also alle einzelnen z ungeändert lassen, so bilden diese 
eine Gruppe, welche in sich selbst llbergeht, sobald auf alle Permutationen der- 
selben ein und dieselbe Permutation angewendet wird. Denn jede Permutation 
versetzt die Gruppen Si^ . . . S„, nur unter einander. Um diese Gnippe -2* ge- 
nauer zu untersuchen, betrachten wir eine derjenigen Permutationen derselben, 
die möglichst wenig Elemente enthält. Lässt diese nun z. B. XiXiX^... cyklisch 
auf einander folgen, und wenden wir die Permutation X1X2 auf sie an, so 
folgt, dass JS auch eine Permutation XsXiXj... enthält, die mit Ausnahme 
der angezeigten Umstellung mit jener ersteren völlig übereinstimmt. Mul- 
tiplicirt man aber beide mit einander, so erhält man eine Permutation von 
-2*, die Xi nicht umsetzt; sie enthält also gegen die Voraussetzung weniger 
Elemente als die obige. Drei oder mehr Elemente darf jene Permutation also 
nicht cyklisch vertauschen; wenn sie femer XiO^j und ebenso 0^3 0^4 cyklisch 
vertauschte, so wählt man, falls « > 4 ist, die Permutation x^ Xs, wendet diese 
auf jene an und erhält a?iJ?2 und x^x^. Die Multiplication ergiebt die 
cyklische Vertauschung von x^x^x^. Dies widerspricht ebenfalls der Voraus- 
setzung. Ist also »>4, so enthält die Gruppe -2 Permutationen x^x^^ d. h. 
sämmtliche überhaupt möglichen; oder Permutationen x^xix^j d.h. die Hälfte 
aller möglichen, diejenigen nämlich, welche aus einer geraden Zahl von Trans- 
positionen xx x^ gebildet werden ; oder nur die Permutation 1 *). Diese Ablei- 
tung zeigt zugleich, dass die im zweiten Falle erhaltene „altemirende Gruppe'^ 



*) Als ich diesen Theil des Beweises meinem verehrten Lehrer Herrn Kronecker 
raittheilte, erfuhr ich, dass derselbe diese Schlussfolgerung schon vor Jahren gefunden 
und von derselben auch Herrn Serret Mittheilung gemacht habe. Zugleich zeigte mir 
Herr Kronecker, wie unmittelbar aus dem obigen Ideengang der vielumworbene Satz 
folge, dass jede Function F(x^...Xn)j welche mehr als zwei Werthe besitzt, deren 
mindesten n habe. 
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gleichfalU keine andere enthält, welche sieh reproducirt. wenn man anf 
Me eine beliebige Pennntation jener Gruppe anwendet SpedaUairen wir 
iinn wieder, indem wir yl»)^»"— ^4 = setzen, wo A eine rationale 

Function der a u^t m bt ^^ = e" }A^ V* primitive Wurzel von «^ = 1) oder 
Zi = e' H\^Xi. ... x.\ Enthielte nun JS hierbei alle Permutationen der x, so 
gäbe es nur ein einziges 2^ und es wäre 111= 1 und 5 eine symmetrische 
Function der x: enthielte ^ die Hälfte aller möglichen Permutationen, so 
wäre M = 2 und 2 die Quadratwurzel aus efaier rationalen Function der a. 
Schon die Gleichung dritten Grades — als Specialisirung von f(x) = au%e- 
fasst — zeigt, dass dies zur Lösung nicht ausreicht. Es mfisste daher der dritte 
Fall eintreten. -5" wäre = 1, »i = « I . Da nun die Permutationen der x die s in 
eiuHuder umwandeln, so giebt es eine Permutation, die «i in «27 d. h. /f in eH 
umwandelt. Diese wird weiter fH in rH umwandeln u. s. w.. und da b pri- 
mitive j»!^® Einheitswurzel ist. so wird die Permutation «! von einander 
verschiedene Potenzen haben, d. h. von der Ordnung m I sein. Da aber die 
Oi-dnung einer Permutation nicht grosser ist als das Product der EUementeu- 
zahlen der einzelnen Cyklen und dieses Product bei gleichen Factoren am 
grössten wird, so hätte man fftr x Factoren als eine im Allgemeinen 
nicht zu erriMchende obere Grenze der Ordnung der Permutation f'(bei f .« =«). 
Es ist abtu' 

wo das untere Zeichen nur für den Fall x = 1, f = 2 also » = 2 gilt Ist 
also ü r> 2« so giebt es keine Permutation der angeftihrten Eigenschaft, 
und da wir iir>4 voraussetzten« so folgt, dass die allgemeine Gleichung 
iit«u (^{i^des dun'h Adjunction der Wurzeln von binomischen Gleichungen nicht 
gelöst wonteu kann. 

Horliu, den 12. Januar 1877. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(Fortsetzung; siehe Bd. 81 dieses Journals.) 

(Von Herrn L. W. Thomi in Greifswald.) 



In der nachstehenden Abhandlung werden die Untersuchungen über 
homogene lineare Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten, die 
der Verfasser in den Bdn. 78 und 81 dieses Journals anschliessend an seine 
früheren Abhandlungen über lineare Differentialgleichungen Bd. 74, 75 und 
76 dieses Journals angestellt hat, weiter fortgesetzt. 

1. 
Die homogene lineare Differentialgleichung m^^^ Ordnung 

(1.) -2-+Pi-£3-+-+/'™» = FJy> ^) = o 

enthalte rationale Coefficienten und der grösste charakteristische Index h in 
der Differentialgleichung erfülle die Bedingung 0<ih<Cm. Es ist in 
Abb. Bd. 81 No. 5 gezeigt worden, wie sich ermitteln lässt, ob diese Diffe- 
rentialgleichung unter der Form 

Am—h», //"•"•'i"-'«/ 

(2) i 

dargestellt werden kann, wo die Coefficienten p^^^ und g rational sind und 
in der Differentialgleichung F„,^f, = der charakteristische Index bei allen 
Punkten gleich Null ist, und welches diese Darstellung ist. 

In ff, {8, x) sei A = 1. Die rationale Function gi werde in Partial- 
brüche zerlegt und es sei (?i die Summe derjenigen Glieder von g^,, die für 
Punkte X im Endlichen in der ersten Ordnung unendlich werden. Wird 

(öl — gi) dx=W gesetzt, so ist W^eine rationale Function und g^—Gi = — | • 

Dann wird 
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und es hat die Differendalgleiehnng 

bei allen Punkten den charakteristischen Index gleich Null. 

Es soll jetzt ein dem Ansdnicke i^S.^ entsprechender ftr die Ordnung 
m gebildet werden. Man nehme einen Ausdruck von der Form F.(f, a?) 
in \J..^ mit rationalen Coefficienten F^l5,x\ so dass in der Differentialglei- 
chung F^yjfyX^^O bei allen Punkten der charakteristische Index gleich 
Null ist. Wenn F« = im Endlichen x v'^ 1) singulare Punkte Oi bis a« 
besitzt und yi,x) = ^^x— fl,^,x— a:»...<x— a,^ isL so hat f^ die Form 

^^•^ dr* ' g(x) ^-» • T?(^"S=^'^""*"^(^(S)r*' 
wo i/\^x^ eine ganze rationale Function, deren Grad ^aix— 1) ist Und 

wenn F« = im Endlichen keinen dngullren Punkt besitzt so ist F. = -^^- 



Die Differentialgleichung F^{s^x\ = hat nur regulSre Integrale, weshalb 

der Ausdruck F« im Folgenden ein regmiarer Diferemliabundrmek heiissen 

soll. Es werde «im der Amtdrmck €(fF^\car^g,x) gebildH, wo m eime toldbe 

afiain tische Fmmctiom seim soUy dass ^F^yc»''^jfyx\ fmr jede beMrige Fwmdkm 
jf eimem m$d de9^selbem Amsdnteke der Form F^\jf,x) im (l."i wut rmUomaleB 
Coefficiemtem gteick wird. IMe Coefficienten der gleich hohen Differential- 
quotiouten in beiden Ans^lrttcken müssen alsdann fibereinstimmen. Werden 

die Coetticionten von F^yg^x^ durch p. bezeichnet, so erhält man 

Ih! die Summe derjenigen Glietler der in Pardalbrfiche zerlegten rationalen 
Function v/»i —Pt\ Ji^ tHr l\inkte x im Endlichen in der ersten Ordnung 

uuondlich wonlen^ gleich /\ und winl — ^~~~^ — ^^^ gesetzt, so er- 
htilt nmn «i » iiH» wo Ü = c** uml IKeine rationale Function ist, F= e^'*»^, 

ein l *rt>duct der Form il^x — aV* Nun ist HF^ ^^'f .• x^ = G^ (jr, x^ selbst ein rc- 
trulttrcr DifforcnUalausiirtick« da G^ = rationale Coefficienten und nur regulire 

Intogmlo hat vAblu IUI 7o Xo-U\ und es wird «»F^v^~y.x^=e""(r.(e~"f*^)* 
In dor in PanialbrUcho zerlegten rationalen Function W kann, wenn das con- 
»luntoiUicd von Null vei^chie^len ist. sxan dessen Null gesetzt werden, ohne dass 
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der Werth des Ausdruckes e^^G^{e^^y,x) geändert wird. Wenn ff^ eine 
beliebige rationale Function und G,^ ein beliebiger regulärer Diflferential- 
ausdruck ist, so wird e"'6^(e~^'y, ^r) gleich einem Ausdrucke der Form 
Fmiy^^) ^ (1-) ^it rationalen Coefficienten. 

Ein Diff'erentialausdruck ton der Form F^{y,x) in (1.) mit rationalen 
Coefficienten, der für jede beliebige Function y einem und demselben Ausdrucke 
der Form e^^P^C^y^x) gleich ist, wo ^{y,x) ein regulärer Differentialaus- 
druck, W eine rationale Function, die in Partialbrüche zerlegt, zum Constanten 

Gliede Null hat, ist nur einem Ausdrucke dieser Form gleich. Die Ordnung 

dW 
des regulären Ausdrucks * muss gleich m sein, und man erhält p^^—m -^— + Pi , 

wo Pi die Summe derjenigen Glieder der in Partialbrüche zerlegten ratio- 
nalen Function pi ist, die für Punkte x im Endlichen in der ersten Ordnung 
unendlich werden. Demnach ist W aus der Gleichung /{Pi—p^dx =^ mW 
und der Bedingung, dass die in Partialbrüche zerlegte rationale Function 
W zum Constanten Gliede Null hat, vollständig bestimmt. Und dann erhält 
man den regulären Ausdruck *(y, x) = e~"F,«(e"y, a:). Sind zwei von den 
Variablen x und y abhängende Differentialausdrücke, welche y und seine Diffe- 
rentialquotienten nach X nur in der ersten Potenz und nicht mit einander multipli- 
cirt enthalten, für jede Function y einander gleich, so werde von dem einen 
Ausdruck gesagt, dass er sich durch den andern darstellen lässt. Ein Ausdruck 
von der Form F^{y,x) in (1.) mit rationalen Coefficienten, der sich unter 
der oben angegebenen Form e^^*(e""'y, a;) darstellen lässt, werde ein nor- 
maler Diff'erentialausdruck genannt. Der Factor e"' = i2 heisse der deter- 
minirende Factor in dem normalen Ausdracke, ^{y,x) = F„, {y , x) ist der 
reguläre Differentialausdruck in dem normalen. Ein regulärer Ausdruck ist 
dann selbst ein normaler mit dem determinirenden Factor 1. 

Es sei nun ein Differentialausdruck der Form F^{y,x) in (1.) mit 
rationalen Coefficienten zerlegt in 

(6.) /;, (y, x) = y,, F^_,^ {y, , x\ 

wo /«^ ein normaler Differentialausdruck (u^^^ Ordnung, F,„_^ ein Ausdruck 
der Form des Ausdruckes F„, in (1.) (m— o,,)^®«" Ordnung mit rationalen Coef- 
ficienten ist. Dann sei wiederum F^-a^C^M^) zeriegt in 

wo fa^ ein normaler Differentialausdruck ai*®"" Ordnung, F„,^^^^ ein Ausdruck 
der Form des Ausdruckes F,« in (!•) (m—Oo—ai)^'^ Ordnung mit rationalen 

12* 
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Coefficienten ist, und also endlich F^Xy^^) dargestellt durch 
(8.) fa,(y.x) = y,, fa,(ffi,x) = y,, . . . f,,{yiyX) = 8, F^.a.-..-a,(«, a?), 
wo /«j (A = . . . /) ein normaler Differentialausdruck at*®^ Ordnung, F„_<i^_^.«a^ 

ein Ausdruck der Form des Ausdruckes F,^ in (1.) (m — Oo a,)*®'^ Ordnung 

mit rationalen Coefficienten ist, und entweder m—On ci, = 0, oder, wenn 

diese Zahl grösser als Null ist, F^.«^..,.«^ nicht unter einer Form, die wie 

(6.) beschaffen ist, dargestellt werden kann. 
Ein Differentialausdruck der Form 

(9.) fa. iyy a?) = y 1 , fa, (yi,x) = y,, ... f,^^^ (y,_i , 0?) = y,, /;, (y,, x\ 

worin f^^ {k = 0...l) ein Ausdruck der Form F^{y,x) in (1.) a^^^^ Ordnung 
ist, heisse ein System homogener linearer DifferentioUausdrücke ^ demnach, 
wenn /^^ (ft = 0...0 ein normaler Differentialausdruck ist, heisse der 
Ausdruck (9.) ein System normaler Differentialausdrücke; die Ausdrücke 
f^^ (Ar = . . • /) heissen die Bestandtheile des Systems. Die Anzahl der Be- 
standtheile kann ^1 sein. 

Im Folgenden werden nun allgemeine Methoden entwickelt, um bei 
einem Differentialausdrucke F^{y^x) der Form in (1.) mit rationalen Coef- 
ficienten zu untersuchen, ob sich derselbe iinter der Form (8.) darstellen 
lässt, und welche diese Darstellungen sind. Es werden dann die ver- 
schiedenen derartigen Darstellungen des Ausdruckes mit einander verglichen 
und die Integrale der Differentialgleichung F« = 0, wo F^ unter der Form 
(8.) vorausgesetzt ist, untersucht. 

2. 

Der weiteren Untersuchung über die vorhin bezeichneten Differen- 
tialgleichungen werden folgende allgemeine Betrachtungen über lineare 
Differentialgleichungen vorausgeschickt 

I. Die beiden Differentialgleichungen 

d"*i/ d"^'~^u 

haben beliebige stetige und differentürbare Coefficienten. Die Integrale 
der beiden Differentialgleichungen seien von einander linearunabhängig. 
Diese Integrale soUen in einer homogenen linearen Differentialgleichung {m+ny^^ 
Ordnung F^^^(j/^x)^0 vereinigt werden. Setzt man in ^m(y5^) = ^ fUi" y 
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die n linearnnabhängigen Integrale von (2.), so erhält man Si bis s^ von Null 
verschieden und unter einander linearunabhängig. (Vgl. Abh. Bd. 85 No. 2, Gl. 2.) 
Diese Grössen erfüllen eine homogene lineare Differentialgleichung «^«r Ordnung 
V^^(«, a?) = 0, welche aufzusuchen ist. Alsdann stellt die aus dem System 
*m (y» ^) = ^9 V^n {^9 x) =^ hcrvorgehendc Differentialgleichung F^^^ (y^ a?) = 
die gesuchte dar; der Coefficient der höchsten Ableitung in derselben wird gleich 
1 gesetzt. Wenn nun in *m(y^ x) = s die Differentialquotienten von höherer, 
als der («— 1)^^ Ordnung vermittelst der Differentialgleichung (2.) durch 
solche der («— l)*e° Ordnung und niedrigerer Ordnungen ausgedrückt werden, 
so gehe *m(y^ x) = s über in 



d—iy 



d»-2y 



(30 Q^^^+Q^-i^+-+Q^y = '^ 

wo die Grössen Q nicht alle gleich Null sein können. Differentürt man 
die Differentialgleichung (3.) successive n mal und reducirt nach jeder 
Differentiation die Ordnung mittels der Differentialgleichung (2.), so erhalte man 



(4.) Q[ 



(a) 



d«-iy 



d--^y 






dH 



(a = 1...»). 



Aus dem System der Gleichungen (3.) und (4.) geht durch Elimination der 



Grössen y bis 



daf"-^ 



die Differentialgleichung hervor: 



(5.) 



Q. 


Q2 . 


. . Qn 




• 


. (?« 


• 




. . Qi'' 



s 

ds 
dx 

d^ 



= 0, 



d*< 
daf* 



m 



welcher die Grössen s^ bis «« genügen müssen. Der Coefficient von 

Gleichung (5.) ist nicht identisch Null. Es werde dieser Coefficient, die 
Determinante -2*+ PiP5^\..pi""^^, durch D bezeichnet. Wäre nunD = 0, so 

könnte man die Grössen y bis . ^ aus den n ersten Gleichungen (3.) 



und (4.) eliminiren und erhielte 

,ß ■ ÖD d^-'s . ÖD 
(6.) 



dx* 






d-^ 
1—2 i^ 



+ ä?r-» = (a=l...B). 



In dieser Differentialgleichnng mttssten sämmtliche Coefficienten gleich 
Nnll sein, da derselben die » linearnnabhängigen Grössen «, bis «, genügen 
würden (Vgl. Abh. Bd. 75 No. 2, Gl. 2). Es wäre also 

(7-) gpo.-i) = («=!...«). 



94 Thomd, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 

Hieraus würde sich weiter ergeben, dass man aus den «—1 ersten Glei- 

chungen (3.) und (4.) die Grössen y bis . ,j^ eliminiren könnte, und 

man würde durcli gleiche Betrachtungen, wie die bei Differentialgleichung 
(6.) angewandten, finden, dass 

sein müsste. In dieser Weise weiter schliessend würde man folgern, dass 
alle Grössen Q in Differentialgleichung (3.) Null sein müssten, was nicht 

d**s 

der Fall ist. Der Coefficient von -^— - in Differentialgleichung (5.) ist also 

nicht identisch Null , und dividirt man die Gleichung durch diesen Coeffi- 
cienten, so erhält man die gesuchte Differentialgleichung tpn (*^ ^) = 0. 

Sind die Coefficienten p und q rational, so werden die Coefficienten 
in Differentialgleichung (5.) und demnach auch in F^^n = rational. 

Die Differentialgleichung F„,^.^(y,a:) = muss sich ersetzen lassen 
durch jedes der beiden Systeme 

wo (puX^'f x) = eine homogene lineare Differentialgleichung m^er Ordnung 

mit dem Coefficienten von -^— gleich 1 ist. 

IL Zwei Differentialgleichungen 0^ (y, a?) = und V^ (y, o?) = der 
Formen (1.) und (2.) mögen k und nicht mehr linearunabhängige Integrale 
gemeinsam haben. Diese erfüllen (Abh. Bd. 75 No. 2) die homogene lineare 
Differentialgleichung A^er Ordnung F* {y, o;) = , in welcher der Coefficient 
der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt ist. Alsdann sind (Abh. Bd. 76 
No. 1 u. 2, Bd. 78 No. 2; vgl. diese Abh. No. 7,V) die Differentialgleichungen 
0^ = und ?Pn = darstellbar durch 

(10.) F,{y,x) = 8 -^^;;r=r + «i dx"^-k^' + ' " + ^"^'"^ "" ^"^* ^^' ^^ ^ ^' 
(11.) F,{y,x) = 8 -j^rS- + fti ^,^,,* + '- + b,^,8 = g,,,(g, x) = 0, 

wo aus den Gleichungssystemen, welche durch Gleichstellung der Coeffi- 
cienten gleich hoher Ableitungen auf beiden Seiten der Gleichung 

*m(y,a?) = im^k{Pkiyyx\x) 

bezüglich der Gleichung W^ (y , x) = ^».^ (F* (y , a?) , x) hervorgehen , die 
Coefficienten a und 6 eindeutig als ganze rationale Functionen der 



Thomi, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 95 

Coefficienten p bezüglich q uud der Coefficienten in Fj, und deren Diffe- 
rentialquotienten bestimmt sind, ebenso die Coefficienten in F^ als ganze 
rationale Functionen der Grössen p, a bezüglich q, b und deren Differential - 
quotienten. Nun haben die beiden Differentialgleichungen 

In^k {ßy x) = und ^„_;t («, a?) = 

kein gemeinschaftliches Integral. Die Integrale dieser beiden Differential- 
gleichungen können nach I. in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
(m + n — 2 A)ter Ordnung fm-^n-u(ßyX) = Q vereinigt werden. Alsdann sind 
die k Integrale von Fjb = 0, femer die m—k Integrale von *^ = 0, welche 
mit den Integralen von F^k = ein System linearunabhängiger Integrale von 
0^ = bilden, endlich die n — k Integrale von V^ = 0, welche mit den In- 
tegralen von Ft = ein System linearunabhängiger Integrale von ^P"« = 
bilden, vereinigt in der Differentialgleichung 

(12.) F,{y,x)^B, Unguis, x) = 0. 

Um zu erkennen, ob und welche Integrale zwei homogene lineare Diffe- 
rentialgleichungen *^ (y, x) = und V^iy, x) = gemeinsam haben, ist 
(Siehe die Note des Herrn Brassinne im Anhange zu Sturm Cours d'Analyse T. 11, 
wo auch die in Abtheilung I. dieser No. untersuchte Aufgabe nach anderer 
Methode behandelt ist), wenn w^u, die Identität 



(13.) *„(y,x) = «„^^+«.^^;;;=^^ 

aufzustellen, in welcher die Coefficienten a und ß eindeutig bestimmt sind. Die 
gemeinschaftlichen Integrale von *^ = und 5^» = sind dann auch die gemein- 
schaftlichen Integrale von ¥^^=0 und /3u j^izrH ^ßnV == 0, und man hat, wenn 

nicht alle Coefficienten ß gleich Null sind, auf die beiden letzteren Differential- 
gleichungen dasselbe Verfahren anzuwenden, bis man zu einem Restausdrucke, 
der identisch Null ist, gelangt, wo dann die vorhergehende Differentialglei- 
chung die gemeinschaftlichen Integrale enthält Hierbei ergiebt sich, dass, 
wenn die Coefficienten in *^ = und ?P« = rational sind, auch die Coef- 
ficienten in der Differentialgleichung der gemeinschaftlichen Integrale F^ = 
rational sind. Es werden dann auch in f = und ^ = die Coefficienten 
rational und zufolge I. auch in fm^^-n = 0. 

Hat man also ztvei homogene lineare Differentialgleichungen m^^ und 
n^^^ Ordnung <P^ = und 5^« = mit rationalen Coefficienten ^ so kann man 
nach dem Vorhergehenden die Differentialgleichung kf^"" Ordnung (Ä^O) auf- 
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stellen, die ihre gemeinschaftlichen Integrale enthält und deren Coeffidentem 
rational sind, alsdann die homogene lineare Diff'erentialgleichung (m+ii— ür)^'* 
Ordnung bilden, u) eiche die m-^n—k linearunahhängigen Integrale der beiden 
Di/ferentialgleichungen 0,,, = und ^n = eereinigt enthält; die Coeffidenlen 
derselben u^erden rational. 

IIL o.) In den beiden Differentialgleichungen (!•) und (2,) *„, = 
und V^ = seien die Coefficienten rational, die Integrale der beiden Diffe- 
rentialgleichungen seien von einander linearunabhängig und vereinigt in der 
homogenen linearen Differentialgleichung (fi»+»)*®^ Ordnung F^+^ = 0, deren 
Coefficienten rational sind, und in welcher der Coefficient der höchsten Ab- 
leitung gleich 1 gesetzt ist. Es werde die Differentialgleichung F„,+,(y, x) = 
unter der Form 

(14.) *,,(y, x) = s, Vn (s, x) = 
dargestellt, wo if\ = eine Differentialgleichung der Form (1.) n^^ Ordnung 
ist, und die Coefficienten in % rational sind. 

Sind nun in V'n = die Integrale einer Diff'erentialgleichung der Form 
(1.) und P^^ Ordnung mit rationalen Coefficienten V'/ = enthalten, so hat die 
Differentialgleichung 

(15.) *„, {y, x) = s, xp,{s, x) = 
mit der Differentialgleichung W„ = l und nicht mehr linearunabhängige Inte^ 
grale gemeinsam. Es muss daher nach U. die Differentialgleichung V^=^0 
die Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung l^^ Ordnung 
mit rationalen Coefficienten enthalten. 

Denn in einem beliebigen Systeme m + l linearunabhängiger Integrale 
von (15.) seien m Integrale successive durch m lineamnabhängige Integrale 
y 1 1)13 t/m von 4^„, = ersetzt ; alsdann sei das System der linearunahhän- 
gigen Integrale von (,15.): 

(16.) ffij ^2, ... y„,, y,n^if . . . tlm-^f 

Sind nun n linearunabhängige Integrale von ?Pn = 0, F, bis F«, so muss 
ifm+a (a = l.../) unter der Form darstellbar sein: 

(17.) y.,.^a = ^{•^»i+-+c;;?>».+c{'^yt+-+ci-)n, 

wo die Grössen c und C Constanten. Die / Integrale der Differentialglei- 
chung (15.) ^m+a — Ci**^yi — ••• — cif^ym (a=l.../) sind linearunabhängig, weil 
die Integrale (16.) lineaninabhängig shid, und erftlUen der Gleichung (17.) 
zufolge die Differentialgleichung W„ = 0. Diejenigen linearunabhängigcu 
Integrale von 5Pn = 0, die die Differentialgleichung (15.) erflUlen, geben in 
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das System (15.) eingesetzt ebenso viele linearunabhängige Wertlie von «, 
die V/ = erfüllen, es können also nicht mehr als / sein. Die Differential- 
gleichung (15.) hat daher mit der Differentialgleichung ^P"^ = / und nicht 
mehr linearunabhängige Integrale gemeinsam. 

b.) Wenn nun ein Differentialausdruek *„, {y, x) von der Form des 
Ausdruckes in (1.) mit rationalen Coefficienten, sich nicht unter der Form 
(10.) Ffc(y, x) = «, ^m^k{8yx) darstellen lässt, so dass die Coefficienten in F* 
und f,H.t rational sind, so heisse der Differentialausdruck ein unzerlegbarer 
Differentialausdruek. In diesem Falle kann die Differentialgleichung *^ = 
mit einer Differentialgleichung der Form (2.) !P*„ = mit rationalen Coefficienten 
kein Integral gemeinsam haben, wenn nicht sämmtliche Integrale von *^ = 
auch V, = erfüllen (II., Gl. (13.)). (Vgl. die oben angeführte Note 3" des 
Herrn Brassinne und die Abhandlung des Herrn Frobenius Bd. 76 dieses 
Journals p. 236 und 256). 

Aus dem in a.) Bewiesenen folgt nun: 

ht der Differentialausdruck V^ in III, a.) ein unzerlegbarer Differential^ 
ausdrucke so ist auch der Differentialausdruck xp^ in Gleichung (14.) unzerlegbar. 

c.) Ist ausser W^ auch der Differentialausdruck 4>^ in HI, a.) unzerleg- 
bar und enthält die Differentialgleichung (14.) F^^n = die Integrale einer 
Differentialgleichung der Form (1.) k^^^ Ordnung mit rationalen Coefficienten 
Fj, = 0, wo Fk unzerlegbar und nicht identisch ^^, so ist k = n. 

Denn werden die Integrale von *m = und Fjt = in einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung (m + k)^^^ Ordnung F^+j = 0, in welcher 
der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt ist, vereinigt, und 
wird F^+« durch <P,,Xy, «) = *, V^n{s, x), F„,^, durch *^(y, x) = s, /;(«, x) nach 
Gl. (10.) dargestellt, so müssen die Integrale von /i = in v^« = enthalten sein. 
Nun ist nach 6.) % unzerlegbar, daher /i identisch v^„; also * = «. Ist m^n^ 
so muss Fjt identisch W^ sein, weil sonst durch Vereinigung der Integrale 
von Ft = und ^„ = in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
(ki-ny^^ Ordnung und dieselben Betrachtungen, wie vorhin, sich ergeben 
würde k = m. Ist m^n, so braucht Fj, nicht identisch W^ zu sein. Denn 
nimmt man einen unzerlegbaren Differentialausdruck X^XY^x) (dass es bei 
beliebigem m solche giebt, wird in No. 8, 1 gezeigt) und bildet die Ausdrücke 
RX^{R''y, x) = 4>,Xy, x) und R,X^{Rr'yy x) = ¥^,,(y, a;), wo fi und R, ra- 
tionale Functionen sind und nicht fi = c/li, wo c eine Constante ist, so 
sind 0,rt und V^, unzerlegbar und nicht identisch, wie aus dem Coefficienten 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIII. Heft 2. 13 



98 Tk^mt, SV T&Mrw der 



von ^^mJi fc^rrorgeltt- Sind die Intcfnk to« *» = •> «ad ^^ = im der 

homogeneiL linearen DifferauialgleiekaB^ 2fl^ OrdaHng F^i^^^O reranigL 
so enthlk letaereDifferendalgleiehHngasehdielBttgnle TumRsX^Jt^g^x} =0, 
wo lix = eiA-f-i%lt|. C; nnd i%CoiKamen ändL Der Audrvck itBX.^itr'f,x) 
iK unzerlegbar nnd. wenn c-, mid e. ron Xill reneUedcB. nickt identiäch 
niit *» oder y^. 

3. 

Es werden jetzr nachstehende Sfize eniwiekeh. die im Folgenden 
zur Anwendung kommen. 

L In der DüferennalgleichHng 



seien die Coefficiemen rational ond in der IHfferendidgldchaig 



2' 4!!^-fi^3-^-~»*f=»'^f' =0 



sei der An^drack 7, normal, die Integrak der beiden Diffierattial- 
^eichongen sden von einander linear nnabhingig. Werden diese Integrale 
nach No. 2. 1 in einer hom<^nen linearen Diffioemialgieichnng ;m-fa}<» Ord- 
nung F.^« = vereinigt, deren Coeflk'i^aiten rational sein nüissen nnd in 
welcher der Coeffieient der höchsten Ableimng gleich 1 gesetzt ist. nnd 
wird F^, anf die Form gebracht 

wo U', ein Differentialansdrock von der Form von 4^^ n**^ Ordnung mit ratio- 
nalen Coeffieienten «Xo. 2. Gl. 10'. «o tsf ir, ew aorwkUer Difertmlimhm 
drmck mmd emthdtt dem$elhem delerwmmremiem Farfor, wie 7,. 
Das vollständige Integral von t2.> hat die Form 

wo i2 der determinirende Factor in V,, f. bis f , die n linear-nnabhSngigen 

regulSren Integrale von y,rf, x^ = sind, wenn "F^j/^x^ der regnlSre 
Differentialausdrack in 9\ ist. Wird der Ansdnick 4. • bei einem Punkte 
im Eudlichen für y in ^^ *jf . x\ = s eingesetzt, so erhilt man 

WO die Gri>ssen $i bis i« die m linear - unabhängigen Integrale der Diffe- 
rjeutialgleichung £i~^u\\,£2s,x^ = mit rationalen Coeffieienten sind. Dieae 
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Integrale verhalten sich regulär (vgl. AbL Bd« 81, p. 27) ; daher ist der 

charakteristische Index in der Differentialgleichung i2""*v/^(i2«, a?) = bei 
diesem Punkte gleich Null. 

Für X = r' hat man (Abh. Bd. 78, No. 2, Gl. (12.) etc.), wenn 

viud F,^4.^(y, r**) = (— 0"*'*"*^+H(y^ gesetzt werden, den Differentialausdruck 
Ki^niü^t) dargestellt durch 

(6.) ^'miy.t) = u, ip:{u,t). 

Setzt man nun den Ausdruck (4.) bei x=^t~\ * = in (6.) fllr y 
ein und bezeichnet durch Ü! den Ausdruck i2, worin « = /"'* gesetzt ist, 
so erhält man 

(7.) u = i2'(C|«i + ... + c,fi,), 

wo die Grössen u linear-unabhängig sind, bei < = sich regulär verhalten 

und die Integrale von ££^^ \f/i^{iX u^ /) = sind. Der charakteristische Index 
in dieser Differentialgleichung bei / = ist also Null. Daher ist dieses 

auch der Fallinder Differentialgleichung ^i2'->:(*ß'"''"«,0 = ß'* Vl(i2'«,0 = 0; 
oder in der Differentialgleichung Qr^\ff^{ilu, a?) = für o? = *~\ / = 0. Der 

Differentialausdruck i2~^y/^(i2«, x) ist also regulär und %{8,x) normal 
mit dem determinirenden Factor i2. 

II. Hat ein normaler Differentialausdruck ^miy,^) niit dem deter- 
minirenden Factor £i die Darstellung 

(8.) A, (y, ^) = y 1, /a. (jf 1, a;) = ^2, ... fa, (Vi, ^) = *,« (y, ^h 

wo f^^ {k = ... ./) ein homogener linearer Differentialquotientenausdruck 

a**®^ Ordnung mit rationalen Coefficienten und der Coefficient der höchsten 
Ableitung in demselben gleich Eins ist, so muss faj^ ein normaler Differential^ 

ausdruck mit dem determinirenden Factor £1 sein. 
Denn aus (8.) leitet man her 

(9.) n-'f^xny,xWy,,n-'f,xny,,x)=^^^ 

Hier ist i2~^*,^(i2y, a?) ein regulärer Differentialausdruck, also in der 

Differentialgleichung i2"^*„(i2y, x) = bei jedem Punkte der charakte- 
ristische Index gleich Null. Hat man nun ein System homogener linearer 
Differentialausdrücke (No. 1, Fl. 9} mit rationalen Coefficienten, so ist 
bei jedem Punkte im Endlichen oder Unendlichen der charakteristische 

13* 



100 Thomiy zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Index in der Differentialgleichung, die aus dem gleich Null gesetzten 
Systeme hervorgeht, gleich der Summe der charakteristischen Indices in 
den Differentialgleichungen, die aus den gleich Null gesetzten Bestandtheilen 
erhalten werden (Abh. Bd. 76, No. 3; Bd. 78, No. 2, Gl. (15.)). Daher ist auch 

in Differentialgleichung ß~*/;^(i2y, a?) = (ä=0, .../) bei jedem Punkte 
der charakteristische Index gleich Null; also faj^iy^x) ein normaler Diffe- 
rentialausdruck mit dem determinirenden Factor *ß. 

m. Folgender Satz ist ein specieller Fall eines allgemeineren, der 
in No. 7, IV, c.) bewiesen wird, und kommt erst, nachdem letzterer bewiesen 
ist, zur Anwendung. Es wird hier ein von dem Beweise des allgemeineren 
Satzes unabhängiger Beweis des speciellen gegeben. 

Sind in mehreren normalen DifferenticUamdrücken f^ (y, x\ /^, (y 1 9 ^) biB 
faiiyif ^) di^ determinirenden Factoren f>on einander verschieden^ so sind die Inte- 
grale der Differentialgleichungen /o, = bis f^^ = f>on einander linearunabhängig. 

Die determinirenden Factoren seien e^^' bis e'*"' , wo eine der Grössen W 

auch Null sein kann. Wenn nun in einem Gebiete von x eine Gleichung £c^y^ = Q 

besteht, worin y^ Integral von /«^ = ist, die Grössen c Constanten, die nicht alle 

gleich Null sind, so besteht diese Gleichung, wenn die Integrale als analytische 
Functionen auf demselben Wege fortgesetzt werden, für jedes x. In der Um- 
gebung eines Punktes im Endlichen oder Unendlichen, in welchem eine der 

Grössen W unendlich wird, muss derjenige Theil der Gleichung .^c^y5=0 

für sich verschwinden, welcher die Integrale von solchen Differentialglei- 
chungen enthält, in denen die in PartialbrUche zerlegten Functionen W die 
Glieder, die in diesem Punkte unendlich werden, Ubereirfstimmend haben. 

Denn sei dieser Punkt der Punkt a? = a im Endlichen, so nehme 
man die Entwickelungen der Integrale bei x = a. Diese haben die Form, 
die Abh. Bd. 74, No. 1, Fl. (5.) angegeben ist. Fasst man dann in Gleichung 

£Cf,yf, = diejenigen Glieder zusammen, in denen die Exponenten in den 

Potenzen (x—aY sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, so muss deren 
Summe nach dem in Abh. Bd. 74, No. 1, Fl. (5.) Bewiesenen für sich ver- 
schwinden. In einer solchen Summe muss wiederum die Summe deijenigen 
Glieder, die mit derselben Potenz des log {x — a) multiplicirt sind, verschwinden. 
Jede der letzteren Summen nimmt aber folgende Form an. Es sei in der 
in PartialbrUche zerlegten Function Wa derjenige Theil, der fUr x=^a un- 
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endlich wird, durch tVf, bezeichnet, und ir« gleich Null gesetzt, wenn W^ 
fiir x=^a nicht unendlich wird. Dann hat eine solche Summe die Form: 

(10.) (aj-ayic^e^^^ytCx), 



wo q>{x) von der Form Jlk^ix—ay ist, einzelne der Grössen cp> auch Null 
sein können. Nun kann eine Gleichung der Form 

m 

(11.) ^C»c'»Vb(aj) = 0, 
in welcher die C» von Null verschiedene Constanten sind, die Grössen «» 

H 

Null oder von der Form .^Ä_fl(a?— a)"* und alle unter einander verschie- 

1 

OD 

den sind, die Grössen % {x) die Form 2K{x— a)* haben und von Null ver- 
schieden sind, nicht bestehen. Denn man kann die m Grössen e''h%{x) auf 
die Form bringen 

(12.) e'^rp,ix\ ^••V'i(a:y^'»""'';f2(a?)rf^, ^''V'i(^)/^«^''~''';f2(a?)/^''""'';f3(a:)rfa:, etc., 
wo die Grössen x{^) die Form j;k^{x--ay haben und von Null verschieden 
sind, da -^^H^) von Null verschieden ist, wo u die Form 2h_Sx—aY% 

S{x) die Form S:k^{x—ay hat. Setzt man die Grössen (12.) in Gleichung 

(11.) ein, so ergiebt sich aus der Form von (12.), dass die Gleichung (11.) 
nicht bestehen kann. Aus der Verbindung der vorstehenden Resultate er- 

giebt sich nun, dass in £c^y^==0 derjenige Theil, in welchem die Grössen 

tr bei dem Punkte x = a tibereinstimmen, für sich verschwinden muss. * Ent- 

sprechend ist es bei dem Punkte x = /~\ / = 0. Nimmt man nun in ^ c„ y^ = 

ein solches Integral y^t? hei welchem c^ nicht verschwindet, und wendet das 
vorhin Bewiesene successive bei allen Punkten an, in denen die Grösse W^ 
sich von je einer der anderen Grössen W unterscheidet, so ergiebt sich, 
dass Cj^y,, Null sein mUsste, was nicht der Fall ist. 

4. 
Der Dilferentialausdruck F^ (y, x) in der homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung m*er Ordnung F^ {y, a?) = mit rationalen Coefficienten und 
dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 sei dargestellt durch 

(!•) A,(jf,a:) = y,, /;,(y,,a:) = jf„ ... A,(jf„a:)=«, F^^^^^^,^(8, x\ 
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WO fg^ {k = 0...l) eiu normaler Differentialaosdrack von ük^^^ Ordnung ist, 
F„..^_^_a^(«, a:) ein Ausdmck von der Form von F« und («— 0« — ••— a,)^' 
Ordnung mit Coefficienten , die rational sein müssen, und entweder 

m — 0«, a^ = ist oder, wenn diese Zahl grösser als Null ist, F^^^_^^^ = 

nicht die Integrale einer Differentialgleichung, in welcher ein normaler 
Differentialausdruck gleich Null gesetzt ist, enthält 

Es sei femer das System normaler Differentialausdrttcke 
(2.) fa^df, ^) = 9ii faSVi, a;) = y2, - . . /a,.i(Sf«-i, X) = y,, /«^(y,, x) 
gleich dem Ausdrucke 

^Niy.x) wo iV = Q<,+ai+--+a,. 

Wenn ein normaler Differentialausdruck nicht unzerlegbar ist (No. 2, lU, b.\ 
so ist er einem Systeme unzerlegbarer normaler Ausdrucke gleich, die alle 
denselben determinirenden Factor, wie der zusammengesetzte Ausdruck, ent- 
halten (No. 3, 11). Es kami daher der Ausdruck /^^ (ft = 0.../) in (1.) und (2.) 
als unzerlegbar vorausgesetzt werden, was in den Sätzen dieser No. ge- 
schehen soll. 

I. Wenn nun in der Differentialgleichung F^ (y, a?) = die Integrale 
einer Differentialgleichung rpa (y^ ^) == enthalten Hnd^ wo tpa ^ unzerlegbarer 
normaler Differentialausdruck «'«' Ordnung ist, so hat der Ausdruck *a' (ff^ ^) 
eine solche durch ein System normaler Differentialausdrücke gegebene Darstellung^ 
in welcher yf„ an der Spitze des Systemes steht. 

Sind die unzerlegbaren Differentialausdillcke v^« und /«^ nicht iden- 
tisch, so sind die Integiale von ^« = und f^ = von einander linearun- 
abhängig (No. 2, III, b.). Diese Integrale werden nun nach No. 2, 1 in einer 
homogenen linearen Differentialgleichung (Oo+a)^®'^ Ordnung F^^„ = ver- 
einigt, in der Ffl^+„ dargestellt wird durch die Ausdrücke: 

wo (No. 3, 1) '^^a^ ein noimaler Ausdruck von der Ordnung a mit dem de- 
teiminirenden Factor von v^«? y«,, ein normaler Ausdruck von der Ordnung 
0«, mit dem determinirenden Factor von f^ ist und beide Ausdrücke unzer- 
legbar sind (No. 2, III, b.). 

Die Integrale von ipi^^ (y, x) = erfllUen die Differentialgleichung 

(No. 2, 1 Anfang, oder No. 2, II, Gl. (10.)). Ist nun v^^^ nicht identisch 
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^,,, 80 sind die Integrale von vi'* = und A, = von einander linear-unab- 
hSngig. Dieselben werden in einer homogenen linearen Differentialglei- 
chung (Ol +«)*«'■ Ordnung 6,,+„=0 vereinigt, in welcher G,,+„ dargestellt 
wird durch die Ausdrücke: 

wo v^'' ein normaler Auedmck a'*'' Ordnung mit dem determinirenden 
Factor von y«* und y^, ein normaler Aasdruck a,'*' Ordnnng mit dem de- 
terminirenden Factor von /",, ist, y/^^ und 9),, unzerlegbar sind. Das System 
/"■.(ff)^) = yn /"«.(yiia;) = ffi, Va'CSij'p) li*'* "11" die Darstellungen: 

[ /; (y, a^) = J. , A, iVi ,^) = 92, vi" (Sfa , x\ 
(6.) F^+„+„(ff,aT)= /■^(y,x) = ff„ V^'>{ff.,x} = ff;, y., (ffi-ar), 

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, findet man eine der Zusammenstel- 
lung (6.) entsprechende Zusammenstellung von Systemen, in welcher der 
letzte Bestandtheil des Systemes in der ersten Zeile einer der Ausdrücke 
fti {k=0...l) ist, wegen der über F,„_^___^(», at) gemachten Voraus- 
setzung. Alsdann ergiebt sich ans dem Vergleiche des Systemes in der 
ersten Zeile dieser Zusammenstellung mit dem Systeme in der letzten Zeile 
der Zusammenstellung, dass es ein System normaler Differentialausdrucke 
giebt, in welchem ip„ an der Spitze steht, und welches den Differentialaus- 
dmck *^ darstellt. 

II. Aus dem Satze in I folgt weiter: 

Wenn m der Differentialgleichung F„. (ji, x) =0 die Integrale einer 
Differentialgleichung y,(y, x) — ö enthalten sind, in Kelcher der Ausdruck ton iP, 
durch ein System normaler Differentialausdrüche gegeben ist, so ist der Atis- 
druck 4>ii durch ein solches System normaler DifferenltalausdrUcke darstellbar, 
unter dessen Bestandtheilen die Bestandtheile des Ausdruckes ton ¥, in der- 
selben Reihenfolge zu Anfang stehen. 

Wenn also der Differentialausdmck F,„{y,x) in irgend einer Weise 
durch ein System von homogenen linearen Differentialausdrlicken, das wie 
das System (1.) beschaffen ist, dargestellt wird, und das in diesem Systeme 
enthaltene System normale Differentialausdrtlcke herausgenommen wird, so 
stellt dasselbe einen IHffereiMiiüaDadrack dar, der dem Ausdrucke ^.-riy, x) 
gleich ist (Vgl. Abb. : 
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Es ist also jetzt dieser Differentialausdruck 4»^^ aufzusuchen. Dies 
kommt darauf hinaus zu ermitteln, ob eine homogene lineare Differentialglei- 
chung m^^r Ordnung mit rationalen Coefficienten, in welcher der Coefificient 
der höchsten Ableitung gleich Eins gesetzt ist, F„, (y, x) = sich darstellen 
lässt unter der Form 

(7.) Fm^kiy, x) = s, /;(«, x) = 0, 

so dass F,„_t ein normaler Ausdruck, /i ein Ausdruck von der Form von 
F^ und k^^^ Ordnung ist. Diese Untersuchung wird in den beiden folgen- 
den Nummern durchgeflihrt. 

5. 
Wenn 

(1.) -S-+P.-£^ + - + f»„.y=F.(y,a:) = 

eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten ist und 
der grösste charakteristische Index H in derselben die Bedingung H<im er- 
fiUlt^ so soll untersucht werden, ob dieselbe sich unter der Form 

(2.) F„,_,{y,x) = s, f,{s,x) = 
darstellen lässt, so dass F„,^f, ein regulärer Differentialausdruck (m — ky^"" Ord- 
nung ist, /jt ein Ausdruck der Form (1.) k^^^ Ordnung mit Coefficienten, die 
rational sein müssen. 

Alsdann muss k>H sein (Abh. Bd. 75, No. 1, 1.). 

Der Fall k = H ist in Abh. Bd. 81, No. 5 erledigt und der allge- 
meine wird unter Zugrundelegung der dort angewandten Methode in folgen- 
der Weise behandelt. 

I. Es sei 

und es werde 

gesetzt Damit sich die Differentialgleichung (1.) durch ein System der 
Form (2.), (3.), in dem die Coefficienten p^*^ rationale, die g analytische 
Functionen sein sollen, ersetzen lässt, ist (Abh. Bd. 75, No. 2, GL (2,)) nothwendig 
und hinreichend, dass das aus der Identität F^Xy^ ^) = A(^m-*(y5 ^)) ^) zwischen 
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den Coefficienten hervorgehende Gleichungssystem erflillt ist: 
(5.) }''' = I(^+i^'-'L^" ('» = 1-'») 

ans welchem Systeme die Grössen g als rationale Functionen hervorgehen. 

Es werden nun die Ausdrücke für die Coefficienten pj*^ (b = 1 . . . &), 
wenn F^_i regulär sein soll, bestimmt, dieselben in das Gleichungssystem 
(5.) eingesetzt und aus diesem Gleichungssysteme die Ausdrücke fUr die 
Coefficienten g^^ (b = 1 . . . ä) und die übrigen Coefficienten p^*^ ermittelt, als- 
dann aus dem Gleichungssysteme (5.) die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für das Bestehen des Systemes (2.), so dass F,«.^ ein regulärer 
Differentialausdruck ist, hergeleitet 

Die Differentialgleichung F„, = besitze im Endlichen x {x^O) sin- 
gulare Punkte, die, wenn x>0, ai bis a^ seien. Die Differentialgleichung 
F^__j = habe im Endlichen A (>L ^ 0) singulare Punkte, die in F„^ = nicht 
vorkommen, und dieselben seien, wenn A>0 ist: a^+i bis a^^i. 

Wenn x-|-X=:0 f>/, so müssen die Coefficienten p[^^ (a = l...m — ä) 
gleich Null sein, und es ist nothwendig und hinreichend, dass das Gleichungs- 
system (5.) erfüllt ist. 

Wenn x+X^O ist, so muss pi*^ die Form haben 

(6-) rf'-f^- 
Hier ist, wenn x>0, iuerst der Coefficient a^ (a=^l...x) (der auch Null 
sein darf) zu bestimmen. 

Die determinirende Fundamentalgleichung zur Differentialgleichung 

^m-fc = bei dem Punkte a^ (a = 1 . . . x) ist 

(r(r-l)...(r-(iii-Ä)+l)+[p(*>(a:-aJ]_,/(r~l)...(r-(iii-&) + 

Die determinirende Fundamentalgleichung zur Differentialgleichung F^ = 
bei dem Punkte a«, wo der charakteristische Index K^k^ ist 

r(r-l)...(r-(iii-A,)+l)+[^'^(a:-a.)] r(r-l)...(r-(iii-A«)+2)+.-. 
(8.) ( ^'' 

Die I»—* Wurzeln von (7.) sind ebenso viele Wurzeln von (8.) (Vgl. Abh. 
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Bd. 81. Xo. 2.1. Hienas ergieiit äck 



r-c. 



WO Al"**^ die SuDBie ron «— iWvxebi 4er Gkäekn^ \iLj msL Abs 
Gleichung (8.> eigebea uA boeksttns 

' 10. 172... >-i, 

TerscUede&e Werdie von It,"^^ maä dann su ^.9.; die mSgiichcn WeidK 
von ii,*a = l..-ar> 

mtf erkäU tme e mS kke AmMmU Awaäk itii', «iler dlenoi die in j^ 
dem Werthe cm ^ *' »dl befimdem. 



Bei z = () tritt mm SleOe Saa Tkeäe» rM ^^^ ^TaV 

Jeder beliebige dieser AsadrBeke wird bennsgenonnBai md der 
weiteren Recbnnng zn Grande gelegt. 

.4iMfaMi tif Ml enmUtelm^ ob iy>0 ist. mmd im Saem FmBe simd die 
PmmUe a^ mmd Coefßeiemiem a. a^z-f-l ar-fi' s« fteih'Mww 

Der Ponkt a,*a = z-rl «-^i) isJ in F,.^ = aosserwesendieli 

singnlär und daher der zugehörige Coefficient c« eine megmß€e gmm^e ZmU 
(\gL Abh. Bd. 81. No. 1> Demnach ist das Prodoct 

tll.) /7(x — a,"*« = * x- 

eine ganze rationale Function von dem Grade — £o^. 
Setzt man in 1 6.) x = /~\ so dass 

,12.) p.">'rM = 2'-^ 

entsteht so ergiebt sich ans 0l2X dass 

,13.) _(.!qC2) ^i.. = , 

entweder Kmlt oder eime potitke gamze Zahl —j^a^ teim aiacsf . Um die möglichen 

Werthe von t zn ermitteln, sind die von — v,"^ — j^ "^ bestimmen. 
Tj& werde 



Tkomi, aar Theorie der linearen DifferettHalgleickungen. 107 

gesetzt und der Coefficient von . J^ in F'^ darch p, , der Coefficient von 
^^^_°f in F'„,_i durcli p*'*' bezeichnet (die Formel fllr F„ siehe Abh. Bd. 78, 

No. 1, Gl. (15.)). 

Nun iat znnächst 

(15.) [J^^]^^^ = (^-k){m-k-l)-itprU. 

E^ sind daher die mögliehen Werthe von [/p{"'],=.„ aufzusuchen. 

Die determinirende Fundamentalgleichung zu F'„,_t{y, = bei ( = 
ist 
(16.) Kr-l)...(K»-*)+l)+[(pi*']^.r(r-l)...(r-(m-*)-t-2)+-"4-[f"-H*>:j,.,, = 0. 

Die determinirende Fundamentalgleichung zu K. (y, () = l'ei < = 0, 
Tro der charakteristische Index gleich h^^k, ist 

tr(r-l)...(r-(m-ÄJ+l) + [^?^] rCr-l)...(r-(m-AJ+2)4-.- 
(17.) ' " 

^ ^ ••■+[^^J -0. 

Die Wurzeln der Gleichung (16.) sind eben so viele Wurzeln der Glei- 
chung (17.). Es wird also 

(18.) [/pr],=« = (»»-^X^-^-'J .flo-*)^ 

wo Äi""*' die Summe von m—ft Wurzeln der Gleichung (17.) ist Ver- 
bindet man nun, um x zn bestimmen, die Gleichungen (13.), (15.) und (18.), 
so erhält man 

(19.) T = i«,- '^'"~^^^""*~*^ -RL'-"- 
Wenn man also durch die Summen von je m-* Wurzeln der Glei- 
chung (17.) die verschiedenen Werthe von Hi"'"*' aufgestellt hat, so ergiebt 
(19.) die möglichen Werthe von t. Oder wenn man aus Gleichung (17.) 
nach bekannten Regeln der Algebra die Gleichung bildet, welche die 
sämmtliehen Summen von je m~k der i»— A^ Wurzeln der Gleichung (17.) 
zu Wurzeln hat, deren Grad f^ C^ ^'-X»-». -')■■■("-*.-('— *) + ') 

' 1.2. ..(m — ft) 

ist, und den Ausdruck R^"~^^ aus (19.) einsetzt, so muas die daraus ent- 
stehende Gleichung für t unter ihren Wurzeln Null oder eine positive ganze 
Zahl enthalten. 

Es seien die mogÜcke tt W erthe von r, die höckstcM in der Amabl V 
imflrelm, ermilteit, 

14* 
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Bei T = ist i = 0, bei t>0 ttf i>0 wmd r gleiek -'^a^, dem 
Grade der gam%em ratiomalem Fmm^iom 4^{x) (11.)- 



E$ i$t jetzt hei einem amegewäkäem Werthe eoa rZ>0 die iNtgeharige 

Zq dem Zwecke werde zmiScIist Tonnsgesetzt, dus man bei einem 
der Punkte a. (a = 1 ... z) oder bei dem Ponkte x = r"\ 1 = die formelle 
Entwickelung von p^^ in eine Potenzreihe bis zu einem beliebigen Gliede 
berechnen könne. Wie man die formellen Entwickelangen da Coefficienten 
p^^^ erhält, wird in Abtheflong 11 dieser No. gezeigt werden. 

Nun werden in Gleichung (6.) die Grossen bei dem betreffenden 
Punkte entwickelt Es werde der Fall nntersucht, wo bei einem der 
Punkte a« (a = 1 ... x\ dem Punkte Aj die Entwickelung nach Potenzen von 
x—A vorgenommen wird. Aus (6.) erhält man 

(20-) K'-i (._,A^_,) - -£i:g>.-^^|. 

wo die Entwickelung auf der linken Seite bekannt ist Aus Gl. (20.) wer- 
den bestimmt die Grössen 

^^^•^ '".fi'ä:^^' "".-5 (o.- jy ' ••• "".ft(a.-jy • 

Hierzu müssen in der Entwickelung von p^P die t+1 ersten Glie- 
der von dem Gliede mit der Potenz _ . an gerechnet bekannt seid. 
Durch die Grössen ^21.) werden die Coefficienten in der Gleichung 

bekannt l>as absolute Glied B in Vi^i) darf nicht verschwinden, wofern 
</>(,är) bestehen soll. Alsdann erhält man aus v22.) 

Winl in vO.'i x = / ' gesetzt und die Entwickelung bei < = vorge- 
iioinmen, so wenlen (vgl. Abb. Bd. 81, No. 3) die den Grössen (21.) ent- 

Hpreohomlen — ^^cc^o* bis — iE*«*«! bestimmt und aus diesen direct die 
( ■ootirtoionton der meichuug *(x^ = ermittelt Man kann auch *(x) be- 
Htiunnon uns der Uleiohung 

w» dir /<i*' die formellti Kiitwickelnug nacli Potenzen von x—A bezüglich 
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von — einzusetzen ist. Die Constante C wird dadurch bestimmt, dass in 

X 

*(a?) der Coefficient x' gleich 1 ist 
Ans ^(x) erhält man nun 

fo^^ d\og0(x) _ ^t? «0 

^^^'J di «Ti a^-ö« 

In diesem Ausdrucke müssen, wenn p)t^ bestehen soll, die Punkte 
a^ (a = ;?+!,... x+i) von den Punkten a« (a=l...x) verschieden, die po- 
sitiven ganzen Zahlen — a^ (a = x+ 1, ... x + X) ^ *(m— *) (vgl. Abh. Bd. 81, 
No. 1, Gl. (12.)) sein. 

Es ist abo isn dem ausgewählten Ausdrucke von £ — ~j — und der 
ausgewählten Zahl t der Ausdruck von pi*^ 

bestimmt. 

Nun wird das zu diesem Ausdrucke gehörende System von Ausdrücken 
für pj*> (b = 2 . . . &) ermittelt. 

pi*^ hat die Form 

Ist nun bei dem Punkte x = A die formelle Entwickelung von pj*> 
nach Potenzen von x—A bekannt und multiplicirt man (27.) mit dem 
Producte 

(28.) 'T7'(x-^-(a.-^))S 

a—l 

80 erhält man rechts einPoljmom mit den Potenzen (x^-Ay^ bis {x — Ay^'''^'*^^'\ 
deren Coefficienten die b(x+A) Unbekannten a linear enthalten, und durch 
Gleichsetzung der Coefficienten gleichhoher Potenzen von x — A auf beiden 
Seiten ein System von h{x+k) linearen Gleichungen zur Bestimmung der 
h(x + X) Unbekannten a. Die Determinante dieses Systems linearer Glei- 
chungen ist von Null verschieden, was in Abh. Bd. 81, No. 3 bewiesen ist. 
Die Unbekannten a gehen also eindeutig und endlich aus diesem Glei- 
chungssystem hervor. Hierzu müssen in der Entwickelung von pj*^ die 

hix+k) ersten Glieder von dem Gliede mit der Potenz . __ .^ an gerechnet, 

demnach höchstens die b(x+T) ersten Glieder bekannt sein. Entsprechend 
ist das Verfahren, wenn die Entwickelung von pj*^ bei x = t'\ t = vor- 
genommen wird (vgl. Abh. Bd. 81, No. 3). 
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Der Ausdruck fUr pl*"^ muss, wofern die reguläre Function F„,_t be- 
stehen soll , die Form des gleichstelligen Coefficienten in dem regulären 
Ausdrucke (5.) No. 1 erhalten, worin m— & statt m, x+l statt x gesetzt ist 

Man hat also jetzt das zu einem Ausdrucke 2 — gehörende System 

1 X du 

f>on Ausdrücken p^^ (b = l...Ar) bestimmt. In diesem hat p^^ die Form des 
gleichstelligen Coefficienten in dem Ausdrucke des regtUären Differentialaus- 
druckes No. 1. (5.), worin m — k statt m, x+l statt x gesetzt ist. 

Wird nun dieses System in die Gleichungen (5.) eingesetzt, werden 
alsdann aus den k ersten dieser Gleichungen die Grössen g, und wenn m--k'^k 
ist, aus den {m'-k) — k folgenden Gleichungen die Grössen pi% bis pi'lLk ^c- 
cessite eindeutig bestimmt, so ist nothwendig und hinreichend, dass sämmt liehe 
Gleichungen (5.) durch die ermittelten Grössen p^^^ und g erfüUt werden, damit 
die Differentialgleichung (1.) durch das System (2.), wo F„^_j, ein regulärer 
Differentialamdruck ist, ersetzt werde. 

Dass, wenn die genannte Bedingung erfiillt ist, der Ausdruck F„,_t 
regulär ist, folgt daraus, dass bei jedem Punkte der charakteristische Index 
in der Differentialgleichung F^ = gleich der Summe derer in den Diffe- 
rentialgleichungen F^_t = und /i = ist, und dass F« = und fj, = bei 
jedem Punkte aus dem Grunde übereinstimmende charakteristische Indices 
haben, weil in dem Systeme pj^^b = 0...ä,/?S*^ = 1) bei jedem Punkte im 
Endlichen und in dem Systeme p{*^'(b = 0...ft,p?^'= 1) bei / = der cha- 
rakteristische Index gleich Null und der grösste charakteristische Index in 
F^ = gleich H^k ist. (Vgl. Abh. Bd. 81, p. 16). 

II. Es ist nun zu zeigen, wie die formelle Entwickelung der Coeffi- 
cienten p^^ (b = 1 . . . w — A) m Potenzreihen bei einem Punkte a« (a = l...x) oder 
bei dem Punkte x = /"*, f = gefunden wird. 

Die Grösse p[^^{t~^) ist eine ganze rationale Function der Grössen 
p{*^' bis p^^* und Potenzen von t mit ganzzahligen Exponenten (Gl. (14.)). 
Es ist demnach, um die Entwickelung von p[^^ (/"') zu erhalten, die formelle 
Entwickelung der Coefficienten p^^^' in Differentialgleichung Kn-kiy 9 1) ^ (i 
(Gl. (14.)) bei / = aufzusuchen. 

Um nun die formelle Entwickelung der Coefficienten p^*^ in der 
Differentialgleichung F„._;t = zu ermittebi, wird die formelle Entwickelung 
der Integrale von F,^_;t = bei ö«(a = l...>f) und a? = /"\ ( = aufgesucht 
mittels der determinirenden Fundamentalgleichungen von F„,^ = und 
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mittels der Differentialgleichnng F^ = 0, der jene Integrale ebenfalls gentigen. 
Aus den Entwickelungen der Integrale werden dann die Entwickelungen 
der Coefficienten hergeleitet. (Vgl. Abh. Bd. 78, p. 232). 

Erstens tcerde der Fall betrachtet^ too die Entwickelung der Integrale 
von F,„_;t = bei einem der im Endlichen liegenden singulären Punkte von 

F„, = 0, öfl (a = 1 ...;f), dem Punkte x = A, vorgenommen wird. 

Hier wird zuerst die Untersuchung angestellt för den Fall, dass die 
determinirende Fundamentalgleichung (8.) von F„, = bei dem Punkte A 
nur solche Wurzeln besitzt, von denen je zwei sich nicht um ganze Zahlen 
unterscheiden. Die determinirende Fundamentalgleichung (7.) von F„,_j, = 
ist durch m — Ä Wurzeln von (8.), die zur Herstellung von a^(a = l...x) (9.) 
genommen sind, bestimmt. Irgend einer Wurzel r der determinirenden 
Fundamentalgleichung der Differentialgleichung F,^_;t = 0, welche Differen- 
tialgleichung nur reguläre Integrale enthält, entspricht alsdann ein Integral 

dieser Differentialgleichung der Form c{x-'Ay2!c^{X'-A)% wo c ein will- 

kttrlicher constanter Factor, c,, = 1 ist Dieses Integral von F,„_jt = ist 
auch Integral von F„, = und die Coefficienten in der Entwickelung desselben 
sind aus der Differentialgleichung F^ = nach Abh. Bd. 74, No. 8 eindeutig 
und endlich bestimmt. 

Es wird weiter die Untersuchung vorgenommen für den Fall, dass 
die determinirende Fundamentalgleichung (8.) von F^ = bei A auch solche 
Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, enthalte. Einer 
Wurzel r der determinirenden Fundamentalgleichung von F„^_t, = und daher 
auch von F,^ = 0^ die sich von den übrigen Wurzeln der determinirenden 
Fundamentalgleichung von F,„ = nicht um ganze Zahlen unterscheidet, 
entspricht wieder eine eindeutig aus F„, = zu ermittelende Entwickelung 
des Integrales. Nun enthalte femer die determinirende Fundamentalgleichung 
von F„, = eine Gruppe von v Wurzeln , die sich nur um ganze Zahlen 
unterscheiden ri , rj , ... r^ , und diese Wurzeln seien so geordnet, dass der 
reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der der folgenden ist y" 

Wenn nun die determinirende Fundamentalgleichung von F,,,_i = 
Wurzeln enthält, die zu der genannten Gruppe gehören, so werde erstens 
der Fall betrachtet, wo dieselben von r^ an in derselben Reihenfolge, wie 
in der determinirenden Fundamentalgleichung von F,,, = 0, vorkommen: 
fi , Tj , ... Tf^iiii^ v). Alsdann ist die formelle Entwickelung der Integrale 
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von F^.^ == (Vgl. die Abh. des Herrn Fuckg dieses Joumal Bd. 68 p. 362) 
aus der Differentialgleichiing F^ = nach Abb. Bd. 74. No. 6 und 8 wiedenim 
eindeutig bestimmt nnd zwar nnter der Form 

wo die Entwickelungen der Grössen q> die Form haben c^c. (x — ^)*, c 

u 

ein willkürlicher constanter Factor, c^ = 1 ist und die Coefficienten in diesen 
Entwickelungen eindeutig und endlich bestimmt sind. Nun werde zweitens 
der Fall untersucht, wo die Wurzeln der determinirenden Fundamentalglei- 
chung von F^_i == 0, die zu der genannten Gruppe gehören, nicht in derselben 
Beihenfolge n bis r,« wie in der determinirenden Fundamentalgleichung 
von Fm = 0, von Ti an vorkommen; sie seien r«, r^, etc. und so geordnet, 
dass in der vorhergehenden der reelle Theil nicht kleiner, als in der fol- 
genden ist Die Integrale von F^_i = , die zu dieser Gruppe gehören, 
müssen unter der Form (29.) darstellbar sein. Es ist nun in der Differen- 
tialgleichung F^ = 0, der diese Integrale, falls sie bestehen, ebenfalls genügen 
müssen, zuzusehen, ob die formelle Entwickelung der Int^rale unter der 
genannten Form existirt Zuerst muss also die EIntwickelung {x—Ay'q)i{x) 
bestehen. Es seien in der Gruppe Ti bis r, vor r« folgende die von einander 

verschiedenen Wurzeln: r.-firi-l-iriH h*o »'«+*iH h*»-M ••• ''«+*i7 wo 

k^ (q = 1 • . . «) eine positive ganze Zahl , grösser als NulL Dann ergiebt 
sich aus Abb. Bd. 74, No. 8, dass die Entwickelung C| = (x— ^)'^«y,(x) ent- 
weder nicht möglich ist oder, wenn sie möglich ist, gleich ist 

(30.) {x-Ar-\lK,^\/,x) + b,ix^A^uv:x) + ^^'+b,[^^ 

wo dio Grössen w die Form l+£c^[x — A]* haben, die Coefficienten b 

I 

(^instanten sind. Diejenigen Constanten 6. die zunächst unbestimmt bleiben, 
sind den Bedingungen gemäss« die die weitere Rechnung einführt, zu be- 
stimmen. Nach Substitution von exjzdx in Differentialgleichung F. = 
wortlon die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung in der Diffe* 
rentiHlgloiohung fllr e: ri— r.— l,...r,— r.— 1. Es ist auf dieselbe Weise 
aUKUMohon, ob eine formelle Entwickelung x—Ayr^^'^^ix) existirt, welche 
nie int und dieses Vorfahren zur Entwickelung der Integrale fortzusetzen. 

A'mh rfrrfr zweitem der Fotf tmiert^ckty wo die Emtwhkelmg der 
Inlpyriktp r on F^ ^ vf > - bri t = torgemommem wird. 
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Die determinirende Fnndamentalgleichang (16.) von /^„_t = bei / = 
ist durch m—k Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung (17.) 
von /C = 0, die zur Ermittelung der Grösse r (19.) genommen sind, bestimmt. 
Die Integrale von K»-*(y^ /) = sind auch Integrale von F,Jy, t) = 0. Man 
kann den Punkt < = in 1^ = als singulär voraussetzen und kommt dann 
auf das Vorige zurttck. Denn wenn dieser Punkt nicht singulär wäre, so 
mUsste F„.(y, x) = im Endlichen einen singulären Punkt besitzen, bei dem 
man dann die Entwickelungen vornehmen könnte; da eine homogene lineare 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten immer wenigstens einen 
singulären Punkt besitzt. 

Nachdem die formellen Entwickelungen der Integrale eon F^_j, = er- 
mittelt 9indy werden aus diesen Entwickelungen diejenigen der Coeffidenten p^^^ 
hergeleitet. 

Hierzu kann man für jede Gruppe von /a Integralen unter der Form 
(29.) eine Differentialgleichung fx^^ Ordnung bilden (Vgl. Abh. Bd. 75, No. 2) 
und hierauf aus diesen Differentialgleichungen nach No. 2, 1 eine herleiten, 
deren Ordnung gleich der Summe der Ordnungen der einzelnen ist und 
die die Integrale aller vereinigt Oder man verfährt in nachstehender Weise. 

Im Allgemeinen isty um die formellen Entwickelungen der Coeffidenten 
p^^^ zu erhalten, folgendes Verfahren anzuwenden. 

Man stelle die m—k Integrale von F,^_j^^O bei einem der Punkte 
a, (a = 1 . . . ^), dem Punkte A, unter der Form auf 

I n = (x - AY^ (f, (x), f>a = ix- Ay<^ -'•«-1-' (p,(x) (a = 2 . . . m - *), 



wo die Grössen (p die Form cJIc^ix—Ay haben, c ein willkürlicher con- 
stanter Factor, c^, = 1 ist, und bilde (Abh. Bd. 75, No. 2) successive die 

Differentialgleichungen für r,„_;t, f>,n-k-i/^m kdx etc. Entsprechend bei 
jr = rS t = 0. 

Dieses Verfahren ist in dem Falle anzuwenden, und soll für diesen 
Fall im Folgenden speciell entwickelt werden , wenn bei einem der Punkte 
«4 {a=l...x) oder bei dem Punkte aj = /^^, / = 0, wenn derselbe in 
F„. = singulär ist , entweder die determinirende Fundamentalgleichung 
von F„, = nur Wurzeln enthält, von denen je zwei sich nicht um ganze 
Zahlen unterscheiden, oder, falls dieses nicht so ist und diejenigen Wurzeln 
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derselben, die sich nur nm ganze Zahlen unterscheiden, so in eine Reihe 
geordnet sind, dass der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als 
der der folgenden ist, wenn alsdann die determinirende Fnndamentalgleichong 
von F„j_t = die Wurzeln, die sie aus der betreffenden Reihe etwa enthält, 
von der ersten in jener Reihe an in derselben Reihenfolge, wie bei F,„ = 0, 
enthält. Werden nun die Wurzeln der detenninirenden Fundamentalgleichung 
von F^_fc = so in eine Reihe geordnet, dass in dieser Reihe diejenigen, 
die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen und zwar 
in der vorhin bezeichneten Ordnung, so entspricht dieser Reihenfolge der 
Wurzeln eine Darstellung der Integrale von F^.^ = unter der Form (31.), 
wo die Exponenten r die genannten Wurzeln sind, und man erhält die Grössen « 
aus F^ = nach Abh. Bd. 74, No. 6 und 8 formell entwickelt, so dass die 
Coefficienten in den Entwickelungen eindeutig und endlich sind. 

Es sei in Differentialgleichung F^ = bei dem Punkte A der cha- 
rakteristische Index Ä^O. Der Coefficient p* werde in der Ordnung 7if,>0 
unendlich. Dann ist die niedrigste Potenz in p« (a = 1 . . . i — 1) c« (a: — Ä)""'^ f A-a+i 
und in p« (a = Ä+l, ...m) c,(x— -^j"''*"*^*"*, wo die Constanten c« auch Null 
sein können. Diese Potenzen werden (auch wenn die Constanten c« Null 
sind) als Anfangsglieder in den Entwickelungen der Coefficienten p ge- 
nommen. Werden nun die / ersten Glieder aus jedem Coefficienten p heraus- 
genommen, so kann man mittels dieser in dem Integrale ri = (a?— -4X'yi(a?) 
die / ersten Coefficienten nach Abh. Bd. 74, No. 8, Gl. (2.) berechnen, und wird 

y=zVxfzdx in F^(y, a?) = eingesetzt, so sind in der Differentialgleichung 

für z wiederum die / ersten Glieder in den Entwickelungen der Coefficienten 
bekannt (Abh. Bd. 75, No. 1, Gl. (4.)). Mittels dieser kann man nun in der 
Entwickelung von «2 in derselben Weise die / ersten Coefficienten berechnen, 
und dieses Verfahren fortsetzen, bis man in der Entwickelung von r^^t die 
/ ersten Coefficienten berechnet hat. Bildet man dann nach Abh. Bd. 75, 

No. 2 successive die Differentialgleichungen fUr r„_t, r«_i_i /<?««* rfa:, etc., 

so werden in den Entwickelungen der Coefficienten dieser Differentialglei- 
chungen jedesmal die / ersten Glieder, demnach schliesslich auch in den 
Entwickelungen von p^*^ die / ersten Glieder eindeutig bekannt. Entsprechend 
ist es, wenn die Entwickelungen bei x = /~\ / = aus F^ (y, /) = vorge- 
nommen werden in Bezug auf die Coefficienten p^*^' in K.-* (y, ') = 0. 

Nach dem bei (21.) und (28.) Gesagten müssen in der Entwickelung 
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von p^^ (6 = 1...*) nach Potenzen von x^-Ä höchstens die 6(x+r) ersten 
Glieder bekannt sein. Die Entwickelang von pP^(/"*) (b = l...Ar) hat die 

Form ^Ca <*■•■", in dieser mttssen bei 6 = 1 höchstens die r+1 ersten, bei 

u 

b>>l höchstens die b(;^+T— 1) + 1 ersten Glieder bekannt sein, und hierzu 
genügt es inpj*^' (c= 1...B), wenn ;f>0, die B(;^+r— 1)+1 ersten Glieder, 
und wenn ;f = 0, die B(;f+T — 1) + 2 ersten Glieder (von der Potenz f^ an 
gerechnet) zu ermitteln. Ist A>>m— *, so ist ftlr B>m— A pj*^ identisch 
Null. Wenn man daher die kleinste der Zahlen h und m—h durch * be- 
zeichnet, so genügt es, die vorhin bezeichnete Zahl l in der Entwickelung hei 
x = A gleich h(x-\'r)y in der Entwickehng bei x = t~^^ t =^0 gleich k{x+r—l)+lj 
wenn x>0, und gleich Ä(;f+T— 1)4-2, wenn ;^ = 0, zu setzen. 

Da man nach Abtheilung I. dieser No. die formellen Entwickelungen 
der Coefficienten p^*^ nur bei einem Punkte aa{a = l...x) oder x = /"*, / = 
zu kennen braucht, so genügt es, um das vorhin auseinandergesetzte Ent- 
wickelungsverfahren anwenden zu können, wenn F,,, = und F^^j, = einen 
solchen singulären Punkt, wie bei (31.) angegeben, besitzen. Ist bei einem 
solchen Punkte der charakteristische Index in der Differentialgleichung F«, = 
gleich H und H = k^ so dass die determinirenden Fundamentalgleichungen 
von F^ = und F^.^. = bei diesem Punkte übereinstimmen, so braucht 
man nicht erst die Integrale von F„_i = zu entwickeln , sondern erhält 
die formellen Entwickelungen der Coefficienten p^^^ unmittelbar aus dem 
Gleichungssystem (5.) nach Abh. Bd. 78, No. 2, Gl. (11.); dieser Fall war 
derjenige, der in Abh. Bd. 78 und 81 behandelt worden ist. 

Weitere Untersuchungen über diesen Gegenstand folgen in No. 7. 

6. 
In der Di/ferentuügleichung 

mit rationalen Coefficienten erfülle der grösste charakteristische Index U die 
Bedingung H^O. Alsdann soll untersucht werden^ ob sich die Differential^ 
gleichung unter der Form 

(2.) F_,(y,a:) = «, fk{s,x) = 

darstellen lässig so dass F„^_^ ein normaler Differentialausdruck ist, dessen deter- 
minirender Factor von 1 verschieden, fj, ein Ausdruck der Form (1.) 1^^ Ord-- 
nung mit Coefficienten, die rational sein müssen. 

15* 



116 Thom6^ zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

« 

Der charakteristische Index in F^_i = ist bei einem Punkte , in 
welchem der determinirende Factor unendlich wird, gleich der Ordnung m—k, 
wie in Abtheilung IL dieser No. gezeigt wird. Da nun die Summe der 
charakteristischen Indices von F„,.jt = und /* = gleich dem charakte- 
ristischen Index von F^ = ist, so muss m—k^H sein. 

I. Der reguläre Ausdruck in dem normalen F^^^ (y^ x) sei durch F,,..^ (y, x) 
bezeichnet, der determinirende Factor durch 12. Dann ist 

(3.) F,,(y, X) = n{nF^^,{n-'y, X), x). 
Aus (3.) folgt 

(4.) S2-'F„xnl X) = i2-Y,(i2F_,(^, x\ x), 

oder die Differentialgleichung i2~*F„(i2y, aj) = hat die Darstellung 

(5.) F^-,(y, X) =~s, I2-Y(i27, a;) = 0, 

* 

wo F^_i ein regulärer Differentialausdruck ist. 

Es ist also erstens der Factor S2 so zu bestimmen, dass in Diffe- 
rentialgleichung 12""* F^ (12 y, x) = der grösste charakteristische Index 

kleiner als m wird. Dann ist zweitens zu untersuchen, ob i2""*F^(i2y, x) = 

sich unter der Form (5.) darstellen lässt Letztere Untersuchung ist in 

voriger Nummer behandelt. Es bleibt mithin hier die erste übrig. 

Es ist also hier iu untersuchen^ wie ein Factor S2 aufgefunden wird 

von der Form 

(6.) 12 = e^ 

wo W eine von Null verschiedene rationale Function ist, die in Partialbrüche 

zerlegt zum absoluten Gliede NuU hat, so beschaffen, dass in der Differential^ 

gleichung S2~^F„^{S2g, x) = der grösste charakteristische Index kleiner cUs 
die Ordnung m wird. 

Die Aufsuchung eines solchen Factors wird unter Zugrundelegung 
der in Abh. Bd. 76, No. 6 entwickelten Methoden bewerkstelligt. 

Wenn die rationale Function W bei dem im Endlichen liegenden 
Punkte x = a unendlich wird und derjenige Theil der in Partialbrttche zer- 
legten Function W, welcher die Potenzen von (a?— o)""* enthält, gleich w 

(7.) w = i:c,a(^~ö)"" 

ist, so ist der charakteristische Index in e'''^Fm{e'^Y,x) = V„XY,x) bei x=^a 
derselbe, wie in e-'*'+"?P,.(c'^-"'y,ir) = i2-*F„,(i2y,x) = 0, da die Entwicke- 
lung von ß^*'"*" die Form Jlc^lx—aY hat 
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Es sind demnach diejenigen Grössen tr der Form (7.) zu suchen, 
welche so beschaffen sind, dass in C"^ F„Xe'' Y, x) == der charakteristische 
Index kleiner als die Ordnung m wird. 



dw 



Um den Ausdruck e '"F^{e'°Y,x) zu bilden, werde -t-=^z gesetzt 



Alsdann hat man, wenn 



dr€^T 

dof 



dx 



^e'^Tr gesetzt wird. 



^- - da- +^"*» dx--* + 1.2 "^^ dx-^ +- + ^ri 



(8.) 



^fl = e 



— »p 



dar« 



Ax = a, ^2 = »-^!+ 



dx- 
(a= 1 ...r) 

dil. 



• • 



^r = Ä^r-l + 



di*,-, 



Die Grösse -4« fängt mit «■ an; hierauf folgen Glieder, bei denen 
die Ordnung, in denen sie für x^a unendlich werden, wenigstens um n 
niedriger ist. Der Ausdruck c'^F^ie^'Y^x) wird nun gleich folgendem: 



/ d^Y 
ds^ 



■\-mAi 



dx*' 



(9.) 



-T m(».-1) 

+(l»-l)^,f», 






da;"" 



4 (fB-2)^„_3/»2 



dY 
dx 



+ A^ 






Nun ist in -4. der höchste Exponent von (x-a)"^ gleich a(n + l). 
Daher wird in einer Horizontalreihe von (9.) 

Pj, (m-b)Ap6, ••• A^-iPh (B = 0...iii-1, po = l), 
in welcher p^ fUr jj = a von Null verschieden ist, das folgende Glied in 
einer Ordnung unendlich, die um n+1 höher ist als bei dem vorhergehen- 
den. Wenn man daher die Coefficienten zweier auf einander folgender Dif- 
ferentialquotienten von Y betrachtet und bei jedem von beiden Coefficienten 
von allen Potenzen von (jj— (i)~^ die in den Entwickelungen der in (9.) 
stehenden Summanden vorkommen, die höchste herausnimmt, so ist der 
Exponent dieser Potenz bei dem Coefficienten des niedrigeren Differential- 
quotienten wenigstens um w + l höher. 

Damit nun in (9.) der charakteristische Index kleiner als m wird^ muss 
in F^ {y, a?) = bei dem Punkte a der charakteristische Index h grösser als 
Null sein. 

Femer ist folgende Bedingung nothwendig (Abh. Bd. 76, p. 294) : 
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Wird in de» Ausdruck 

(10.) äHpi«*-'+-+Pä 
J5 = -7— 7 IC = J? Cfl (a: — a)~" eingesetzt^ so muss die höchste ton aUen PotensseH 

von (x — a)""*, die in den Entwickelungen der Summanden «'*, Pi^^\ > • • Ph 
eorkommen^ und es müssen die n — l niedrigeren Potenzen aus dem Gesammt- 
ausdrucke (10.) ausfallen. 

Diese Bedingung bestimmt zunächst den Exponenten ii+ 1 der höchsten 
Potenz von (jj— a)~^ und den Coefficienten dieser Potenz, und zwar erhält 
man nach den Betrachtungen Abh. Bd. 76, p. 295 diese Grössen auf fol- 
gende Weise. 

Die Ordnungszahl, in der p. (a = . . . m^ /^o = 1) Air jj = a unendlich 
wird, werde durch n^ bezeichnet, wo tt^ = gesetzt wird, wenn pa fUr x = a 
nicht unendlich wird. Es sei nun die grösste der positiven Zahlen 

(11.) Tii, -g-, . . . -y? 
von denen die letzte jedenfalls grösser' als Null ist, gleich g und trete zu- 
letzt bei —^ auf. Ist c<;A, so sei die grösste positive der Zahlen 

n9^ 71 —TT g^c+2 — ^c nk — nc 

von denen die letzte jedenfalls grösser als Null ist, gleich g^^^ und trete 

zuletzt bei ln)^ "^ ^^^' Is* c^*^<A, so sei die grösste positive der 
Zahlen 

(13.) :7r,(i)+i- 71,(1), ^ , . . . — ^-— ^-, 

von denen die letzte wiederum grösser als Null ist, /^^ und trete zuletzt 
bei ^""(2) Z. %l a^f* ^^ dieser Weise werden Reihen: (11.), (12.), (13.) etc. 

aufgestellt, bis in einer solchen Reihe die grösste positive Zahl bei der 
letzten Zahl auftrij^ Dann erfüllen die positiven Zahlen g, g^^^^ ^^^ etc. 
die Bedingung flr>flr^^^>y^^ ... >0. 

Werden nun von diesen Zahlen diejenigen genommen^ die ^2 sind^ 
so bestimmen die ganzzahligen unter letzteren die Werthe des Exponenten 
n+ly die der Bedingung entsprechen ^ dass^ wenn in (10.) ä= (y(a?— a)~^*^'^ 
eingesetzt wirdy die höchste von alien Potenzen von (x — a)'^, die in den 
Entwickelungen der Summanden ro»,(10.) vorkommen^ aus dem Gesammtaus-- 
drucke (10.) ausfällt. 



• • • 
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Ist g einer der Werthe des Exponenten w+1, so ist der Coefficient 
von (a?-a)"^ in z Wurzel der Gleichung: 

(14.) (f-^[p,{x^ay]^^o^''HP2{x^ar^]^^o^-' + -'+[p^^^^ = 0, 

deren Wurzeln von Null verschieden sind, und ist /*'^ einer jener Werthe, 
so ist der Coefficient von (x— o)^^^*^^ in j5 Wurzel der Gleichung: 

deren Wurzeln von Null verschieden sind. 

Da diese algebraischen Gleichungen durch ihre Wurzeln CoefBcienten 
bestimmen, so mögen die Gleichungen Coefficientengleichungen genannt werden. 
Dem entsprechend empfiehlt es sich, die algebraischen Gleichungen, die als 
determinirende Fundamentalgleichungen bezeichnet worden sind (s. vorige 
No. GL (7.) und Abh. Bd. 81, No. 2), deren Wurzeln Exponenten bestimmen, 
Exponentengleichungen zu nennen, was im Folgenden geschehen wird. 

Es werde eine einfache Wurzel der zu einem der Werthe des Ex- 
ponenten n + 1 gehörenden Coefficientengleichung als Coefficient der höchsten 
Potenz von (jj— a)^^ in z genommen. 

Wird nun der Ausdruck (10.) durch f{z) bezeichnet, so verschwindet 

in ^^ der Coefficient der höchsten von allen Potenzen von (x— o)~*, die 

in den Summanden hz^\ pi(A— 1)ä*~^ etc. vorkommen, nicht; dieser Coef- 
ficient sei #r. Durch die bei (10.) angegebene Bedingung werden die Coef- 
ficienten in z eindeutig und endlich bestimmt. Denn von den diese Be- 
dingung ausdrückenden n Gleichungen führt jede folgende einen neuen 
Coefficienten aus z im ersten Grade ein multiplicirt mit der von Null ver- 
schiedenen Grösse K. Es ist gleichfalls von Null verschieden der Coef- 
ficient der höchsten von allen Potenzen von (jj— ö)~*, die in den Summanden 

w-4^_i, (i»--l)-4«_2pi, etc. des Coefficienten von -^ vorkommen und der 

charakteristische Index in (9.) wird m— 1 (Vgl. Abh. Bd. 76, p. 298.). 

Es werde eine mehrfache und zwar (> fache Wurzel der zu einem 
der Werthe des Exponenten » + 1 gehörenden Coefficientengleichung als 
Coefficient der höchsten Potenz von {x—aY^ in z genommen. 

In z ist — « c_n (a: — a)~^"+^^ , demnach in w die Grösse c_,(a:— o)~" 
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ermittelt. Nnn werde 

I e-'F„.(c-y,x) 

( = e-'-.('-')-"-<'V„.(c^-^'-''''"+-^'* Y, X) = «--^'VilKc*^" y, X) 
gesetzt, wo 

(17.) «-'-«('--"»'"F^Ce^-t'-"'""»,«) = Fl!H»,a?) 

n-1 

ist. Alsdann sind diejenigen Grössen ic^*^ der Form ^0.4(0:— a)~*, wo » 

gegeben ist und die Coefficienten auch Null sein dürfen, zu ermitteln, so 
dass in e~"'^^^FiJ\e"'^*^y, jj) der charakteristische Index bei x = a kleiner als 
m wird. Es ist zunächst der Coefficient c^^n-i) zu bestimmen. Dieser Coef- 
ficient kann gleich Null gesetzt werden, wenn noch weitere Coefficienten 
in w^^^ zu bestimmen sind , oder wenn in F^^^ (s^ x) der charakteristische 
Index <C.m ist Um die möglichen Werthe von c_(^_,), die von Null ver- 
schieden sind, zu ermitteln, ist auf den Ausdruck e'""^^^ Fi\^ {e"^^^^ Y^ x) das- 
selbe Verfahren anzuwenden, welches bei e'"^ F^i^^Y, x) angewandt worden 
ist ((9.), (10.) etc.). Aus den Reihen der Zahlen, die den Reihen (11.) etc. 

entsprechen, ergiebt sich, ob in ä^"^ = , die gegebene Zahl n ein mög- 
licher Werth der höchsten Exponenten der Potenz {x — a)"* ist, und aus der 
zugehörigen Coefficientengleichung gehen die möglichen Werthe von 
— (»— l)c_(^_i) hervor. Bei einer einfachen Wurzel dieser Coefficienten- 
gleichung erhält man die Übrigen Coeflficienten in z^^^ eindeutig und endlich, 

und der charakteristische Index in e-''^'^F^;^{e''^'^Y,x) ==:€-'' F^ie^'Y^x) wiri 
Hl— 1. Bei einer mehrfachen Wurzel, so wie wenn c_^n-i) gleich Null ge- 
setzt ist, wird 

(^y>^ j 6'^''' F^!:\e-''X X) 

\ = e-''-(«-')^'-"'>'^""*^-"^'V(;>(c^-(«-oC^-«)"^""'^+-^'^y,x = e"^""^ F^^^e''^^ x) 

genommen, alsdann der Coefficient c_(„_2) nach demselben Verfahren wie 
bei c_(„_i) bestimmt, und dies Verfahren fortgesetzt, bis sämmtliche Coef- 
ficienten in tv ermittelt sind. Ist der letzte Coefficient in «, die Grösse — c._i 
durch eine Coefficientengleichung bestimmt, so entspricht einer einfachen 
Wurzel derselben der charakteristische Index m— 1 in e~"'F„Xe*'Y,x)'^ bei 
einer mehrfachen ist zuzusehen, ob der chai-akteristische Index <Zfn wird. 
Bei einer (> fachen Wurzel der zu einem Werthe des höchsten Ex- 
ponenten n+1 Hl z gehörenden Coefficientengleichimg verschwindet, wenn 
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der Ansdrack (10.) durch f{z) bezeichnet wird, in J}^^ der Coefficient der 
höchsten von allen Potenzen von (x— o)"\ die in den Summanden ^ ^ , 
Pi _^ — , etc. vorkommen, nicht. Daher ist auch von Null verschieden 

in dem Coefficienten von -^— - in (9.) der Coefficient der höchsten von allen 

Potenzen von {x—a)"\ die in den in (9.) enthaltenen Summanden vorkommen. 
Hieraus und aus dem bei (9.) Gesagten folgt, dass der charakteristische 
Index in e~^F^{^Y,x) nicht kleiner als m— p werden kann. 

Es sind also hei einem tm Endlichen Hegenden Punkte x =-a, bei welchem 
der charakteristische Index in F„(yyx) = grösser ah Null ist^ diejenigen 

n 

Werthe lo =^c_a(a? — a)~' ermittelt, die so beschaffnen sind, dass in 

e--F„{e-Y,x).=^ 

der charakteristische Index kleiner als m wird; dieselben treten in endlicher 
Anfsahl auf. 

Wenn die rationale Function W (Gl. (6.)) für x = t-\ t = unendlich 
wird, so sei der Theil der in Partialbrüche zerlegten Function W, welcher 
die Potenzen von x enthält, 



fi 



(19.) w = Zc^x\ 

Setzt man in Differentialgleichung i2-*F^(i2y, o?) = 0, x = t'^ und 
bezeichnet den Ausdruck, der erhalten wird, wenn in W x=:f^ gesetzt 
wird, durch W und setzt F^(y,t-') = {-frFi(j,,t), so wird 

(20.) e-^'F^{e^'^, r^ = (-«T ^"""K(e'^y, t). 

Es muss nun in der Differentialgleichung e~^ Fi{e^'y,t) = Aer 
charakteristische Index für / = kleiner als m werden. Der charakte- 
ristische Index in dieser Differentialgleichung bei < = ist derselbe, wie in 

e ' K{e' y,/) = 0. 

j:cat-^ 

Demnach sind diejenigen Ausdrücke e ^ zu ermitteln, die so beschaffen 

sind, dass in 

e ' FUe' y,0 = 
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bei / = der charakteristische Index kleiner als m wird. Die Anfeuchung 
dieser Ausdiücke geschieht nach der vorhin auseinandergesetzten Methode. 

Sind nun bei denjenigen Punkten im Endlichen und VnendUehen, m 
welchen die Differentialgleichung F„Xy, ir) = den charakteristischen Index 
grösser als Null hat, die Grössen w (Gl. (7.), (19.)) ermittelt, so werden 
dieselben in der Weise zu Summen vereinigt, dass in ein und derselben 
Summe von denjenigen Grössen w, die zu demselben singulären Punkte a>on 
F„, = gehören, höchstens eine enthalten ist und jedenfalls eine, wenn der 
charakteristische Index von F^ = bei diesem Punkte gleich m ist. Alle 
diese Summen stellen alsdann die Werthe von W (Gl. (6.)) dar. 

Der charakteristische Index in der Differentialgleichung e"" '^FJ^e^y,x) = 
ist bei jedem Punkte gleich dem charakteristischen Index in der Diffe- 
rentialgleichung e~'^F^{e'°Y,x)==0^ wo w die Summe deijenigen Glieder 
der in Partialbrüche zerlegten Function W ist, welche in diesem Punkte 
unendlich werden. Hiemach ist der grösste charakteristische Index in 
ersterer Differentialgleichung zu bestimmen. 

n. Wenn der Ausdruck F„,{y,x) in (1.) selbst normal ist, so wird 

Frn dargestellt durch e^F„,{ß''^y,x) wo F„Xy,x) ein regulärer Ausdruck ist 
In einem Punkte, in welchem W unendlich wird, muss der charakteristische 
Index in e^F„Xe''^y,x) =: gleich m sein, wie sich aus Formel (9.) und 

dem dort Gesagten ergiebt, und für x = t-\ / = aus e^K{e'-^y,t) = 
erhellt, wo FnXjT, O = (-'T^m(y, 0- ^» j^^^ anderen Punkte ist der 
charakteristische Index in e^^F^{e-^y,x) ==0 gleich Null. Es ist femer 
p^=, ^^tn , - + P, wo P die Summe derjenigen Glieder der in Partialbrüche 
zerlegten rationalen Function pi ist, welche für Punkte im Endlichen in 
erster Ordnung unendlich werden. 

Damit also der nicht reguläre Differentialausdruck F,^(y,x) in (1.) 
normal sei, ist nothwendig, dass der charakteristische Index in F„ = m je- 

dem Punkte, wo derselbe grösser als Null ist, gleich m ist; femer dass die 

dW 
aus der Gleichung pi—P^—fn -r— und der Bedingung, dass die in Partial-- 

brüche zerlegte rationale Function W zum absoluten Gliede Null hat, 6e- 
stimmte Function W in denselben Punkten unendlich wird, in denen der charakte^ 
ristische Index von F„, = grösser als Null ist. Alsdann ist nothwendig und 

hinreichend, dass der Ausdruck e^^F„{e^y,x) regulär ist. 

Die Entwickelung des letzteren Ausdruckes erhält man aus Formel (9.). 
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III. Zu der Differentialgleichung F^(y, a:) = werden bei einem im 
Endlichen liegenden Punkte a, wo der charakteristische Index A>0 ist, 
die 2iahlen aus der Reihe g, g^^^^ g^'^^ etc. (bei (11.), (12.) etc.) genommen, 
welche diejenigen Werthe des Exponenten n + 1 (ii^l) in a = (y(a?— a)"^"^*^ 
darstellen, die man durch die Bedingung erhält, dass, wenn in 

(21.) a*+pi«*-^+...+p, 
2 r= ry(j;— a)""^*+'^ eingesetzt wird, die höchste von allen Potenzen von {x—a)^\ 
die in den Entwickelungen der Summanden a*, pi«*\ .../>* vorkommen, 
aus dem Gesammtausdrucke (21.) ausfallen soll. Zu jedem solchen Werthe 
von n+1 gehört eine Coefficientengleichung ((14.), (15.) etc.) zur Bestimmung 
von 0. Mit einem Werthe von « + 1 und sämmtlichen Wurzeln der zuge- 
hörigen Coefficientengleichung werden die Potenzen a (x — a)"^"^^^ gebildet. 
Die Anzahl aller dieser Potenzen bei dem Punkte a ist also gleich der 
Anzahl der Wurzeln sämmtlicher Coefficientengleichungen. Diese Potenzen 
sollen zur Abkürzung Hauptpotensien, die zu der Differentialgleichung F^ = 
bei x = a gehören, genannt werden. Ebenso werden, wenn 

F.,(y,0 = (^<rF«(y,/) 
gesetzt wird, zu der Differentialgleichung F^ (y, /) = 0, wenn bei / = der 
charakteristische Index grösser als Null ist, die Hauptpotenzen gebildet. 
Bei einem Punkte in F« (y , o?) = , wo der charakteristische Index gleich 
Null ist, ist die Anzahl der Hauptpotenzen gleich Null. 

Es sei jetzt die Differentialgleichung der Form (1.) mit beliebigen 
rationalen Coefficienten F^ (y, a?) = dargestellt unter der Form 

(22.) F^_,{y,x) = 8, A(*,(r) = 0, 
wo F^^k ein Ausdruck von der Form von F^ (m — *)*«'' Ordnung, fj, ein 
solcher Ausdruck ä^®«" Ordnung ist und die Coefficienten in F«.* und /i 
rational sind. Alsdann soll untersucht werden^ in welcher Beziehung bei /e- 
dem Punkte die Hauptpotenzen , die zu den Differentialgleichungen F^ = 
F,^jfe = und fk = gehören^ zu einander stehen. 

Es können bei diesen Differentialgleichungen Hauptpotenzen nur 
in einem solchen Punkte vorkommen, in dem der charakteristische Index 
von F^ = grösser als Null ist (vgl. das bei No. 3, II über die charakte- 
ristischen Indices dieser drei Differentialgleichungen Gesagte). 

Nun sei a ein solcher Punkt im Endlichen. Die Coefficienten von 
F.»^ seien p[^\ die von ^ seien g^,^ dann besteht das Gleichungssystem 
(No-5, GL(5.)): 

16* 
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(23.) \P^-l^^+i'^^^^^^^ (a=l...m), 

Der charakteristische Index von F^ = bei a sei *, von F«_i = *', von 
/; = h"; so dass Ä = A'+A". Die Ausdrücke (23.) ftir p. werden in (21.) 
eingesetzt und ss = a(a?— a)"'^"^^^ genommen. Man bilde nun das Product 

(24.) (Ä*'+pP^a*'--' + -+pi^^)(a*"+17iÄ*"-'+-+i7AO. 
In demselben werde « = a (a? — a)"^""^"^ gesetzt. Man nehme in jedem der 
beiden Factoren von (24.) denjenigen der Summanden «*', /^i*^«*'"*, etc. 
J5*", flr,a*'~*, etc., in welchem zuerst die höchste Potenz von {x—ä)"^ vor- 
kommt. Der Exponent dieser Potenz sei in dem ersten Factor €, in dem 
zweiten tj. In dem aus (24.) hervorgehenden Producte 

\qi=p?^+9iy q2=^pi'^+p{'^9i+92, . . . q%^p^k?gkn 

enthält dasjenige der Glieder, ä*, q\^^''\ ••• 9*7 ^ welchem das Product 
jener beiden Summanden vorkommt, die Potenz (x— a)""^^^''\ Diese Potenz 
ist die höchste von allen Potenzen von (a;— a)'^, die aus den Summanden 
in (25.), nachdem die Grössen q in ihre Bestandtheile aufgelöst sind, her- 
vorgehen, die also aus den Summanden 

(26.) «^ p^^H'-\ g,^''\ p^H''\ p^'g^'^ ^aa*-^ . . . p^i'g.n 

erhalten werden. Hat man aber die Ausdrücke (23.) für p« in den Ausdruck 
(21.) eingesetzt und löst man letzteren Ausdruck in die einzelnen aus (23.) 
hervorgehenden Summanden auf, so enthalten diejenigen der letzteren, welche 
nicht in (26.) enthalten sind, niedrigere Potenzen von (a:— 0)"^ als solche, 
welche in den Grössen in (26.) vorkommen. Hierbei ist der Bestandtheil 
von (21.), der einen Ausdruck der Form pj[*|«g'b (a = l...»i— A— A') enthält, 
mit der Grösse in (26.) zu vergleichen, welche pl-^t enthält, der Bestand- 
theil von (21.), der einen Ausdruck der Form pi,gH't+a (a = l...A— V') ent- 
hält, mit der Grösse in (26.), in welcher pf^g,,,, vorkommt, und der Bestand- 

theil von (21.), der einen Ausdruck ^ g^ enthält, mit der Grösse in (26.)» 
in welcher pi*^ gTj vorkommt. Es muss demnach die Potenz (x— a)"^*"*''^ von 
allen Potenzen von (o? — 0)"^ die aus den Summanden ä*, Pi»*~\ .../>» her- 
vorgehen, die höchste sein. Der Coefficient dieser Potenz in dem Gesammt- 
ausdrucke (21.) wird aber erhalten, wenn man den Coefficienten von (x— a)~* 
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in dem Gesammtansdrucke 

(27.) a*'+pp)i5*'-» + -+pli?^ 
mit dem Coefficienten von (x—a)"'^ in dem Gesammtansdrucke 

(28.) z'"+g,i'"'''+-^ + g,. 

mnltiplicirt Wird dieses Prodnet gleich Null gesetzt, so sind demnach die- 
jenigen Wurzeln dieser Gleichung, welche von Null verschieden sind, die 
Wurzeln der Coefficientengleichung, die bei F^ = zu dem Exponenten n+l 
gehört. Der Ausdruck (27.) bei Differentialgleichung F„,^j, = und der 
Ausdruck (28.) bei Differentialgleichung /i == entspricht dem Ausdrucke 
(21.) bei Differentialgleichung F,« = 0. Aus dem Vorhergehenden ergiebt 
sich nun, dass die Hanptpotenzen mit dem Exponenten n+1 zu den Diffe- 
rentialgleichungen F„_t = und /i = zusammen die zu der Differential- 
gleichung F^ = sind. Daraus folgt, dMs überhaupt bei dem Punkte a 
die Hauptpotenzen^ die zu den Differentialgleichungen F^_jt = und ^ = ge^ 
hören, zusammen die sind, die zu der Diff'erentialgleichung F^ = gehören. 

Um die Hauptpotenzen bei der Differentialgleichung F^,.* = 0, wenn 
F^4 ein normaler Differentialausdruck und bei x = a der determinirende 
Factor unendlich ist, aufzusuchen, betrachte man den Ausdruck (27.), worin 

n 

V = m— Ä (11. d. No.). Es sei der determinirende Factor e^^ und tr = Sc.J^x— a)"" 

1 

der Theil der in Partialbrüche zerlegten rationalen Function W, der die 
Glieder, die ftlr x=^a unendlich werden, enthält. Wird dann 

(29.) F_, (y, X) = e- W^_, {e^^ y, x) 

gesetzt, so ist der charakteristische Index in ?F„,-i(y, x) = 0, bei a:= a gleich Null. 
Werden nun die Coefficienten p^*^ in F^^jt aus dem Ausdrucke c"* V^^j^{e'^y, x) 
nach Formel (9.) entwickelt, so ergiebt sich, dass die Zahlen der Reihe (11.) 
alle gleich n+l werden, und dass die einzige Coefficientengleichung nach 
Formel (14.) folgende ist: 

,onx i^'^+(m-^Ar)(i»c_Ja-*->+ (>^~^)(">j-*-i) (nc.^fo-''''+... 
(30.) ( ^-^ 

( ...+(« c_X-' = {o+n c. ,)-* = 0, 

die die (m — Ä) fache Wurzel ^-nc^^ enthält Die Differentialgleichung F^^j^ = 
hat also m — A einander gliche Hauptpotenzen, die gleich — iic_^(a?— o)""^""*"*^ 
sind, wenn in der in Parlialbrüche zerlegten rationalen Function W des deter^ 
minir enden Factors e^ die höchste Potenz von {x—a)"^ die Potenz c^^^x—ay ist. 
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3Ian betrachte jetzt in den Differentialgleicliniigen F« = 0. F«^ = 
und fk = den Pnnkt x = t~\ / = 0. Es werde wie in Xo. 3 nnd 5 



-i- 



(31.) 







gesetzt Dann ist 

(32.) F.(,, tj = a; CF_,(f , /}, /> 

In dem FaUe, wo F^;^(y^x} ein normaler Anadniek ist, gelie dnreb 
Snbttitntion x^t~^ die Function fF in fF' ttber. der regnlire Ansdmek 
F„^^(f,x)« der in dem normalen endialten ist in (--ty^Fi-^iSy *)f ^ ^*^^ 
F'm^i9,t)^e'^'Fl^^{e-'^'9yi]. Man kann nnn der Formel (32.) zufolge 
das vorige Verfiüiren auf die Differentialgleielinngen F« = 0. Fl^ = nnd 
fk ^0 anwenden nnd kommt zu denselb^i Resultaten. Es sind aber fem» 
in /]^ s= und ft =0 bei f = die Hauptpotenzen aberejnrtimmfaid. Denn 
da charakteristische Index in beiden Differentialgleichungen ist derselbe, 
und ist er gleich V'I>0 und sind die Coefficienten in f^ gl^h g^j so setze 
man in 

(33.) ,*"+y;s*-^+...+y^ 

s = a(ap— a)"^*^*\ Wird derselbe Werth von s in den dem Ausdrucke (33.) 
entsprechenden, der zur Differentialgleichung /I = gehört, eingesetzt, so 
ergiebt sich^ dass die Bestandtheile des letzteren Ausdruckes, die nicht in 
(33.) vorkommen, niedrigere Potenzen von {x—a)"^ enthalten, als die höchste 
von allen Potenzen von (x— 0)""^ die in den Summanden s*", yl «*"*"*, •• • j^*^ 
von (33.) voriLommen. Hieraus folgt, dass die Hauptpotenzen zu beiden 
Differentialgleichungen bei I = Übereinstimmen. 

Man hat also folgendes Resultat: 

Hat die DifferentUUgleickung der Form (1.^ F. (jf^ x) = mt beUebigen 
rationalen Coefficienten die DarsteUrnng (22.)^ 90 sind bei jedem Punkte im 
Endlichen und Unendlichen die Hauptpotemen , die iu den Differentialglei- 
chungen F^^iiy, x) = und ft{$^ x) = gehören, zusammen die Hauptpotenzen, 
die bei demselben Punkte zu der Differentialgleichung F» (y ^ x) = gehören. 

Bei einem Punkte, wo der determinirende Factor im dem Amsdrudse 
Pm-kisif ^\ wenn derselbe normal ist, unendlich wird, gehören zu der Differential' 
gleichiung F^^(jg,x)='0 m — k einander gleiche Hauptpotenzen. 
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Diese sind bei einem im Endlichen liegenden Pnnkte a gleich 
— « C (a:— a)"^""*"'\ wenn in der in Partialbrüche zerlegten rationalen 
Function FKdes determinirenden Factors e^ die höchste Potenz von (ar— ö)~^ 
gleich c^(ap— a)"^ ist, und bei x = r\ * = gleich — «c.r^"+'^, wenn in 
der in Partialbrüche zerlegten Function W die höchste Potenz von x gleich 
c«x* ist. 

7. 

Nachdem in den beiden vorigen Nummern allgemeine Methoden 
entwickelt worden sind, um zu erkennen, ob die Differentialgleichung 

mit rationalen Coefficienten sich unter der Form 

(2.) F^,,(y,x)r=8, f,{s,x)^0 
darstellen lässt, wo F^.» ein normaler Differentialausdruck {m — *)*®f Ordnung, 
/i ein Ausdruck der Form P^ &*«'' Ordnung mit rationalen Coefficienten ist, 
und um diese Darstellung zu bewerkstelligen, wird jetzt unter Anknüpfung 
au die Sätze in No. 4 diese Darstellungsweise weiter untersucht. 

I. a.) Wenn die Differentialgleichung (1.) sich durch das System (2.) 
ersetzen lässt und in letzterem F^_i ein Ausdruck der Form F^ (m—k)^^ 
Ordnung mit irgend welchen rationalen Coefficienten ist, so sind bei einem 
Punkte im Endlichen die Wurzeln der Exponentengleichung (determiniren- 
den Fundamentalgleichung, s. No. 6, I) der Differentialgleichung F^=^0 
nach Abh. Bd. 76, p. 284 (wo die Formel: 

(a+6)(o + 6-l)...(a+6-«+l) = o(a-l)...(a-«+l) 

angewandt worden ist) folgende: 

Die Wurzeln der Exponentengleichung von F^.i = unverändert und 
die Wurzeln der Exponentengleichung von fj, = 0, zu welchen ein und die- 
selbe positive ganze Zahl, die grösste der zu den Coefficienten von F^_j = 
gehörenden Zahlen (s. 1. c.) addirt ist Für x = t"^ hat man unter Anwen- 
dung der Bezeichnungen No. 6 (31.): 

jK(y,«) = A'(K..(y,O,0 

Wenn zu den Wurzeln der Exponentengleichung von F^ (y, a?) = bei 
einem Punkte im Endlichen die Grösse ^ addirt wird, so erhält man die 
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Wurzeln der Exponentengleichung von x^F^(x''^ff,x) = 0. Wird demnach 
zu den Wurzeln der Exponentengleichung von fi{s, t) = die Zähl — 2(m— *) 
addirt, so erhält man die Wurzeln der Exponentengleichung von /J' («, *) = 0. 

Wenn also die Differentialgleichung (1.) mit beliebigen rationalen 
Coefficienten sich durch das System (2.), worin F^.t ein Ausdruck der 
Form F^ (in— &)^®r Ordnung mit irgend welchen rationalen Coefficienten 
ist, ersetzen lässt, so sind die Wurzeln der Exponentengleichung von F« = 
bei jedem Punkte im Endlichen oder Unendlichen diese: 

Die Wurzeln der Exponentengleichung eon F^.^^ = unverändert und 
die Wurzeln der Exponentengleichung eon /ib = , zu icelchen bei einem und 
demselben Punkte ein und dieselbe ganze Zahl addirt ist. 

b.) Der vorstehende Satz wird mit dem in No. 6, in enthaltenen 
verbunden. Bei einem beliebigen im Endlichen oder Unendlichen liegen- 
den Punkte, wo in F^ {y, j?) = der charakteristische Index A ^ ist, wird zu 
dem Grrade m—h der Exponentengleichung von F„ = addirt die Summe der 
Grade der sämmtlichen bei diesem Punkte etwa vorhandenen Coefficienten- 
gleichungen (No. 6, 1) , welche Summe ^ h ist. Die hierdurch erhaltene 
Zahl sei A, und werde bei einem im Endlichen liegenden singulären Punkte 
a« eon F« = durch N^ bezeichnet, bei a? = <~^ , * = 0, wenn dieser Punkt in 
F^ = Singular ist, durch iV» . (F^ = enthält wenigstens einen singulären PunkL) 

Ist nun F^ = unter der Form (2.) dargestellt, so dass F^» ein 
Ausdruck der Form von F^ [m—k)^^^ Ordnung mit beliebigen rationalen 
Coefficienten ist, so werden bei demselben Punkte zu den Differentialglei- 
chungen F^^f, = und fk = die entsprechenden Zahlen genommen , die- 
selben seien bezüglich B und C. Alsdann ist A=^B + C, und ist F^«» ein 
normaler Diflferentialausdruck, so wird B^m — k. 

Man gehe jetzt auf die Untersuchungen in No. 4 zurück. 

Die Differentialgleichung (1.) F^(y, a:) = sei unter der Form 

(40 Uiy^ ^) = yi ? /«i (y 1. ^) = »2 , ... A/y,, x) = s, F^^_^/«, o:) = o 

dargestellt, wo /^^ ein normaler Differentialausdruck ük^^^ Ordnung ist, F^_^_ ...^ 

ein Ausdruck der Form des Ausdruckes in (1.) (m— o«, — • — a,)*®"^ Ordnung 
mit rationalen Coefficienten und entweder m — ft, — .--a, = ist, oder wenn 
diese Zahl grösser als Null ist, so enthalte F^.^^^ „^^ = nicht die Integrale 

einer Differentialgleichung, in welcher ein normaler Ausdruck gleich Null 
gesetzt ist. 
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Der Differentialausdruck ^^(y, a:), welcher durch das System nor- 

* 

maier Ausdrücke 

(50 U,{y,x)^y^, füi(yii^)=^y2, ... fa^Syi-iyx) = y,, A^Cy,,^) 

gegeben wird, ist nun nach No. 4 identisch mit jedem, der dadurch erhalten 
wird, dass man F«(jf, a?) in irgend einer anderen Weise durch ein System, 
das wie das System in (4.) beschaffen ist, darstellt und das in demselben 
enthaltene System normaler Ausdrücke herausnimmt. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich nun Folgendes: 

Die Ordnungszahl N des DifferenHfUausdruches ^nisiy^) ^^^^ ^ckl 
grösser sein, als die kleinste der Zahlen iY«, die bei den singulären Punkten 
in Differentialgleichung F^ (jy, x)^0 im Endlichen und Unendlichen auftreten. 

Und hieraus folgt weiter: 

Damit der Differentialausdruck F^iy^x) selbst sich durch ein System 
normaler Differentialausdrücke darstellen lasse, ist nothwendig, dass alle Zahlen 
iV« gleich m sind. 

n. In den nächstfolgenden Untersuchungen kommen nachstehende 
beiden Sätze zur Anwendung, 

a.) Es seien in der Differentialgleichung 

die Coefficienten rational und in der Differentialgleichung 

(7.) ■S-+^> -£--+•••+«'-«' ='^-(y'^)=« 

»ei W^ (y, x) ein normaler Ausdruck. Die Integrale der beiden Differential- 
gleichungen seien von einander linearunabhängig und werden in einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung {m + n)^^ Ordnung F«+«(y, a?) = ver- 
einigt, in welcher der Coefßcient der höchsten Ableitung gleich 1 gesetzt 
ist. Dieselbe sei auf die Form 

(8.) *„. (y, x) = s, tpn {s, a?) = 

gebracht, wo tp^ ein Ausdruck der Form von *^ n^^^ Ordnung ist Dann 
ist nach No. 3 , I v^^ ein normaler Ausdruck mit dem determinirenden 
Factor von V^^ . Nun werde der reguläre Ausdruck in V^ durch !F^ (y, x\ 
der in tp^ durch y/« {s, x) bezeichnet 

Bei jedem Punkte im Endliehen oder Unendlichen unterscheiden sich 
die Wurzeln der Exponentengleichung eon ^nijff ^) = eon denen der Ex^ 
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ponentengleicktmg eon v,(f, x) = nur um ganse Zahle». Diese ganzen 
Zahlen brancheu bei einem and demselben Pankte nicht einander gleich 
zn sein. 

Der detenmnirende Factor in ¥, sei ß. Dividirt man alle In- 
tegrale in den Differentialgleichungen durch £2, so erhält man die Diffe- 
rentialgleichangen^ i2-*#.(i2y,ir) = 0, .Q-'^,(Äy,x) = *',(y,a;) = nnd 
i2''*„(i2j, x) = s, i2->,Cß«, x) = v,(«, x) = 0. 

Werden nan bei dem im Endlichen liegenden Fonkte a: = a in das 
letztere System fOr ^ die n lineamnabhängigen regulären Integrale von 
y, = eingesetzt, die zu den Wurzeln der Exponentengleichung von !P, = 
als Exponenten gehören (siehe die Abb. des Herrn Fachs, dieses Journal 
Bd. 66 p. 155, Bd._68 p. 363), so erhält man n lineaninabhän^ge reguläre 
Integrale von t/',(», x) = 0, die zu Exponenten gehören, die sich von den 
vorgenannten Exponenten nur um ganze Zahlen unterscheiden. Jeder Gruppe 
dieser Integrale, in denen die Exponenten sich nur um ganze Zahlen nnter- 
scheiden, entspricht eine Gruppe von eben so vielen Integralen der Diffe- 
rentialgleichnng ^, (», a;) = 0, die zu eben so vielen Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von V>n=0 als Exponenten gehören, so dass die Exponenten 
der beiden Gruppen sich nur um ganze Zahlen nnterscheiden (Abb. Bd. 74: 
No. 1 Gl. (5.), No. 2, II). Dass die ganzen Sohlen, um welche sich bei 
ic = a die Wurzeln der Exponentengleichung von iP,(j, a;) = von denen 
der Exponentengleichung von y. C», sc) = unterscheiden, nicht einander gleich 
zu sein brauchen, ersieht man ans dem Beispiele, wo flir V^{y,x) = eine 
DifTerentialgleichung genommen wird, deren Exponentengleichung bei a die 
Wurzeln r^, rt...r, hat, je zwei der Grössen r sich nicht um ganze Zahlen 
unterscheiden, eine der Grössen r eine poütive ganze Zahl kleiner als n» 
nnd in Si~^4>^(£2y, x) = der Punkt a nicht singul&r ist Wie hierbei ^«(y, x) 
zu bilden ist, wenn dieser Differentialausdmck unzerlegbar sein soll, nnd 
*m{ff, ic), wenn dieser Ausdruck normal und unzerlegbar sein soll, s. No. 8, L 
Ebenso gilt der Satz bei dem Punkte x = t~\ t = 0, wie man sieht, wenn 
man anf die Differentialgleichung No. 3, I Gl. (6.) das vorhin Gesagte an- 
wendet und das nach GL (3.) dieser No. Angegebene berücksichtigt 

6.) Die Differentialgleichung F^^(^,x) = in a.) sei anf die Form 
(9.) V,{y,x)=s; y.CA a:) = 
gebracht, wo <p^ ein Ausdruck der Form von ^« n^»' Ordnung ist Itt 
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nun (p^ {s'y x) ein normaler DifferetUicUausdruck , so muss auch ^^ (y, x) ein 
solcher sein. Der determinirende Factor stimmt nach No. 3, I in beiden 
AuBdrttcken ttberein. 

Es sei der determinirende Factor in (p^ («', x) gleich cd. Werden die 
Integrale von (6.) nnd (7.) durch oi dividirt, so sind die Integrale von 

^"^ *m (^ y^ a:) = und co~^ V^ (od y, a?) = 

vereinigt in der Differentialgleichung cü~*F^+^(c(;y, a?) = 0, welche die Dar- 
stellungen hat 

( CÜ-' W^ (o>y, a?) = * , o}-^(p^[(os\ x) = 0. 

Nun ist auch co "^ W^ {w y, x) ein normaler Ausdruck , daher nach No. 3, 1 
auch w^tpni^^f ^) niit demselben determinirenden Factor. Wird ein solcher 
Ausdruck gleich Null gesetzt, so ist in der hieraus entstehenden Diffe- 
rentialgleichung der charakteristische Index bei einem Punkte, wo der de- 
terminirende Factor unendlich wird, gleich der Ordnung des Ausdruckes, 
sonst gleich Null (No. 6, 11). Daher haben w^ ^Ji^Vi a?) = und (o'^%{ios, x) = 
bei jedem Punkte übereinstimmende charakteristische Indices. Und da bei 
jedem Punkte der charakteristische Index von o>~^/^„,+« (a; y, a?) = gleich der 
Summe derer von cü~**m(o>y, x) = und (o^^rp^^ws, a?) = und ebenso gleich 
der Summe derer von w^ 'P.Cwy, x) = und io''^(p^{oDs', a?) = ist (vgl. No. 3, 

n), so müssen auch co"* ^^{w y, x) = und w* (p^ {ws', x) = bei jedem Punkte 
übereinstimmende charakteristische Indices haben. Letztere Differential- 
gleichung hat aber überall den charakteristischen Index Null, demnach 

auch erstere. Es ist also w"**w(coy, a?) ein regulärer Ausdruck und 
*n»(y^^) öi^ normaler mit dem determinirenden Factor w. 

III. Es sollen nun siwei normale Differentialausdrucke einander ähnlich 
genannt werden, wenn sie unzerlegbar , von derselben Ordnung und demselben 
determinirenden Factor sind, und wenn die beiden in ihnen enthaltenen regu- 
lären Ausdrücke gleich Null gesetzt Differentialgleichungen liefern, bei denen 
in jedem Punkte die Wurzeln der Exponentengleichung der einen sich eon 
den Wurzeln derjenigen der anderen nur um ganze Zahlen unterscheiden. 

Hierbei sind nur die singulären Punkte dieser Differentialgleichungen ins 
Auge zu fassen, da bei einem Punkte, der in beiden Differentialgleichungen 
nicht Singular ist, die Wurzeln der Exponentengleichungen übereinstimmen. 

17* 
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Es sei der Differentialausdnick ^jriy^x) gleich einem Systeme nor- 
maler Differentialausdrucke, dessen Bestandtheile nach No. 3, II als unzerleg- 
bare vorausgesetzt werden ; die Gesammtanzahl dieser Bestandtheile sei /+ 1. 

a.) Dadurch, dass auf die Differentialgleichung ^jf(y, x) = das Ver- 
fahren angewendet wird, welches bei Herleitung der Sätze in No. 4, 1 und II 
gebraucht worden ist, und dabei Satz 11, a.) der vorliegenden No. berück- 
sichtigt wird, leitet man folgenden Satz her: 

Enthält die Differentialgleichung * y (y^ a?) = die Integrale einer 
Differentialgleichung F^ (y, a?) = 0, in welcher F^ gleich einem Systeme un- 
zerlegbarer normaler Ausdrücke und die Anzahl der Bestandtheile dieses 
Systemes c+1 ist, so giebt es in dem Systeme 4^jf c+1 Bestandtheile, die 
den c+1 Bestandtheilen des Systemes Fj^ so zugeordnet werden können, 
dass ein Bestandtheil von 4»^ einem von Fj^ entspricht und umgekehrt und 
die entsprechenden ähnlich sind. 

b.) Durch Anwendung des Verfahrens von No. 4 und mit Hülfe von 
SatzH, b.) der vorliegenden No. ergiebt sich: 

Enthält die Differentialgleichung ^AVy a?) = die Integrale einer Diffe- 
rentialgleichung der Form (1.) k^^ Ordnung Fj,(y,x) = mit rationalen 
Coefßdenteuy und wird Fj, durch ein System unzerlegbarer Differentialaus" 
drücke dargestellt, so muss jeder Bestandtheil dieses Systemes ein normaler 
Differentialausdruck sein. 

Unter Anwendung von Satz No. 4, H kommt der Beweis des vor- 
liegenden Satzes auf den Fall zurück, wo F^ selbst ein unzerlegbarer Diife- 
rentialausdruck ist Wenn nun der Ausdruck F^ nicht normal wäre, so 
ergäbe sich mittels des Verfahrens von No. 4, 1, wo statt tp„ hier F^ eintritt, 
und Satz II, b.) dieser No. , dass die Integrale von F^ = nicht in 4>ff = 
enthalten sein könnten. 

c.) Der Differential ausdruck *jv(y, x), der einem Systeme von /+! 
normalen unzerlegbaren Differentialausdrücken gleich ist, sei nun durch 
das System 

(11-) ta.{y,x)=yi fa,{yi,x)==y2 . . . fa,_i{yr-i,x)=yr fa,{yryX) 

dargestellt, wo /«^ ein unzerlegbarer Differentialausdruck ist. Alsdann muss 

faj^ ein normaler Differentialausdruck sein (diese No. UI, 6.)). 

Es muss r = /+l sein und es können die Bestandtheile des einen 
Systemes normaler Ausdrücke den Bestandtheilen des anderen Systemea 
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80 zngeorduet werden, dass einem Bestandtheile des ersteren ein Bestandtheil 
des letzteren entspricht und umgekehrt und dass die entsprechenden ähnlich 
sind (diese No. m, a.)). 

d.) Sind von den / + 1 unzerlegbaren normalen Bestandtheilen eines 
Systemes, welches *jv(y5 ^) darstellt, je zwei nicht ähnlich, so hat der DiflFe- 
rentialansdruck *jv (y^ ^) höchstens (/+ 1) /(/ — 1) . . . 1 verschiedene Dar- 
stellungen durch Systeme unzerlegbarer und zwar normaler Differentialausdrücke. 

Das System ^y(y,x) sei durch (11.) gegeben, wo r = /+l ist. 
Wenn nun in *j^ = die Integrale von ip„^ = enthalten sind , wo tp^ ein 
unzerlegbarer Ausdruck Oyter Ordnung ist, so muss tpa, normal (III, b.)) und 
einem der Ausdrücke f in (11.) ähnlich sein (III, a.)). Die Integrale einer 
Differentialgleichung i/;^^ = 0, wo rpß^ ein dem Ausdrucke xpa^ ähnlicher, 
aber nicht identischer normaler Ausdruck ist, können nicht in ^^^ = ent- 
halten sein. Denn wegen der Unzerlegbarkeit von tpa^ und Va sind die 
Integrale von yj„^ = und tpß^ = von einander linearunabhängig. Werden 
dieselben in einer homogenen linearen Differentialgleichung (at,+/?o)^«' Ord- 
nung F„^^ß^ = vereinigt, in welcher der Coefficient der höchsten Ableitung 
gleich 1 gesetzt ist, so wird F„^+^, gleich einem Systeme von zwei nor- 
malen Ausdrücken, die tpa, iind \pß^ ähnlich sind (11, a.) und No. 2, III, 6.))- Dann 
mttsste das System ^^ zwei ähnliche Bestandtheile besitzen (III, a.)). 

Es können demnach höchstens l+l unzerlegbare normale Ausdrücke 
ip^^ bestehen, so dass die Integrale von xp^^ = in 0,v = enthalten sind; je 
zwei dieser Ausdrücke sind nicht ähnlich, jeder dieser Ausdrücke ist einem 
Bestandtheile des Systemes 0^ ähnlich. Jeder dieser Ausdrücke wird nun 
nach Satz I in No. 4 an die Spitze eines Systemes normaler unzerlegbarer 
Ausdrücke, welches den Differentialausdruck *,v darstellt, gesetzt Von den 
übrigen Bestandtheilen dieses Systemes sind alsdaim je zwei nicht ähnlich, 
wie sich nach dem Satze DI, c.) ergiebt , und man kann auf das System 
dieser Bestandtheile das vorige Verfahren anwenden und findet so schliesslich 
den zu beweisenden Satz. Sind eon den l+l unzerlegbaren normalen Bestand- 
theilen des Systemes ^y(jy^ x) zwei oder mehrere einander ähnlich, so kann 
*v unzählig viele Darstellungen durch Systeme unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrücke haben, wie aus No. 2, III, c.) (Schluss) erhellt. 

IV. Es sollen femer zwei Systeme normaler DifferentiaUmsdrücke 
(12.) U(y,x) = y^ f,,(yi^x) = y2 . . . /"«,.! (y^-i , x) = y, fa^iyi.x) 
(13-) 9^0. (y, ^) = y'i Va, (y i , a?) = yi ... (p^^^^ (y;., , x) = yl (pa^ (j/'i, x) 
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einander ähnlich heissen, wenn sie gleich eiele BestandlheUe enthalten und ^^ 

ähnlich (p^^ (& = . . . /) ist. 

a.) Die Differentialgleichung *„, (y, a?) = der Form (6.) besitze 
rationale Coefficienten. In der Differentialgleichung V^{y, x) = Ö sei ?P, 
gleich einem Systeme unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke. Die 
Integrale der beiden Differentialgleichungen seien von einander linearun- 
abhängig und werden in einer homogenen linearen Differentialgleichung 
(m+»)*«f Ordnung F„,+, (y, x) = vereinigt, in welcher der Coefficient der 
höchsten Ableitung gleich Eins gesetzt ist. Erhält F„,+^(y, a?) = die Form 

(14.) *,„ (y, x) = s, xpnis, x) = 0, 

wo ipn ei« Ausdruck der Form von *,„ n^ß^ Ordnung ist, so ist rp^ durch 
ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar , welches dem Systeme 
W^ ähnlich ist. Und wird F„,+„ (y, a?) = unter der Form 

(15.) 'F^{y,x) = s\ (p„X^\x) = 

dargestellt, wo y^ ein Ausdruck der Form von *„, m^r Ordnung ist, so ist 
ein aus normalen Differentialausdrucken bestehendes System eon möglichst 
höher Ordnung^ welches gleich Null gesetzt eine Differentialgleichung liefert, 
deren Integrale in ^,„ = enthalten sind, ähnlich einem entsprechenden auf (p„^=^0 
sich beziehenden Systeme, und besteht das erstere System nicht, so auch das 
letztere nicht. 

Um den Satz zu erweisen, der sich auf Formel (14.) bezieht, hat mau 
auf die Differentialgleichung F^+„ = unter der Form (15.) das Verfehren von 
No. 4, 1 anzuwenden, wo statt des dortigen Ausdruckes %/;„ hier ^^ eintritt, und 
die Sätze II, a.) in der vorliegenden No. und No. 2, III, b.) zu berücksichtigen. 

Um den Satz, der sich auf Formel (15.) bezieht, zu beweisen, werde 
zunächst angenommen, dass 4>„, = nicht die Integrale einer Differential- 
gleichung, in welcher ein System normaler Ausdrücke gleich Null gesetzt 
ist, enthalte. Wenn nun <p„, = die Integiale einer solchen Differential- 
gleichung X {s', x) = enthielte, so mttsste die Differentialgleichung 
^«(y^ ^) = «'5 XW> a?) = nach No. 2, III, a.) mit *,,, {y, x) = so viel linear- 
unabhängige Integrale gemeinsam haben, als die Ordnung von X beträgt. 
Diese Integrale eifttllen eine homogene lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten F=0 (No. 2, 11). Wird in F der Coefficient der 
höchsten Ableitung gleich Eins gesetzt, so muss, da die Integrale von F = 
in W^ = s\ X=0 enthalten sind , F nach III , b.) dieser No. gleich einem 
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Systeme normaler Differentialausdrilcke sein, entgegengesetzt der Voraus- 
setzung. 

■ 

Wenn nun *^ (y,x) = die Integrale einer DiflFerentialgleichung ent- 
hält , in welcher ein System normaler Ausdrücke gleich Null gesetzt ist, 
so sei ein System dieser Art von möglichst hoher Ordnung gleich J!C(y, x). 
Nun sei ^miy^x) dargestellt durch A(y, x) = yi, S(yi^x). Alsdann werden 
die Integrale von X{y, x) = und V^iy, a?) = in einer DiflFerentialgleichung 
nach Formel (14.) vereinigt X(y,x) = yi^ tniyi^x) = 0; femer die Integrale 
von l(yi,a?) = und ^(yi,flr) = nach dem bereits bewiesenen Theile des 
auf Formel (15.) sich beziehenden Satzes in einer DiflFerentialgleichung 
^n {yi )^) = y2^ viy2jx) = 0. Nun hat die DiflFerentialgleichung 

-X'(y, a?) = y 1 , ^(yi,aj) = 
nach dem auf Formel (14.) sich beziehenden Satze auch die Darstellung 
y,(y, x) = «', xiß'9 ^) = 0, wo xiyt ^) ähnlich dem Systeme X{y, x). Daher 
^wird F„,+„(y, x) = dargestellt durch ¥^«(y, x) = «', xi^\ ^) = *'^ ^(*^ ^) = 0. 

6.) Wenn die beiden Differenüalausdrücke 4^^{yjX) und ^nij/y^) durch 
zwei Systeme unzerlegbarer normaler Ausdrücke gegeben sind, und nicht ein 
Bestandtheil des einen Systemes einem solchen des anderen ähnlich ist, so sind 
die Integrale f>on ^rn (y* ^^p) = und W^ (y, o:) = €0« einander linearunabhängig. 

Denn sonst müssten die beiden DiflFerentialgleichungen nach No. 2, 11 
die Integrale einer homogenen linearen DiflFerentialgleichung Fjfc = mit 
rationalen CoefBcienten enthalten, und wird in F^ der Coefficient der höchsten 
Ableitung gleich Eins gesetzt, so mtisste F» nach III, b.) der vorliegenden 
No. durch ein System normaler Ausdrücke gegeben werden, dessen Be- 
standtheile nach lU, a.) bezüglich eben so vielen in dem Systeme 0^ und in 
dem Systeme ¥, ähnlich wären. 

c.) Sind (Pc^iy^x)^ (Pa.iy^x^ ... (fa^iy^x) Differentialausdrüchey die 
durch Systeme unzerlegbarer normaler Ausdrücke gegeben sind, und haben je 
zwei solche Systeme die in dem f>origen Satze f>orausgesetzle Beschaffenheity 
so sind die Integrale der Differentialgleichungen (p^ = 0, y^ = 0, ... (p^^ = 
alle f>on einander linearunabhängig. 

Denn zunächst sind die Integrale von 9?«. = ^^d (p^^ = von ein- 
ander linearunabhängig nach dem vorigen Satze. Werden dieselben in 
einer homogenen linearen DiflFerentialgleichung (a<,-Fai)*®f Ordnung Fo^+a, = 
vereinigt, so erhält diese nach IV, a.) dieser No. die Form 
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wo der Diiferentialaasdrack y/^, durch ein System unzerlegbarer normaler 
Ausdrucke dargestellt wird, welches dem Systeme 9)., ähnlich ist. Daher 
sind auch die Integrale von F«^+., = und (p^^ = nach dem vorigen Satze 
von einander linearunabhängig, und werden in derselben Weise in einer 
homogenen linearen Differentialgleichung (fti+üi+aj)^^ Ordnung F^^.^,^.^^ = 
vereinigt, aus welcher sich nach IV, a.) und b.) ergiebt, dass die Integrale 
von Fo^-f fl.+fl, = und 9)«, = linearunabhängig sind. In dieser Weise weiter 
schliessend erhält man den zu beweisenden Satz. 

Dieser Satz enthält den in No. 3, DI auf andere Weise bewiesenen 
als speziellen Fall. 

V. Die beiden Differentialgleichungen 

d'« y d*"-* «, y d'^'^p^ y 

(17.) -£„ -- ^- +-^-;5- — •+(-ir/'.y =PuXy, X) = 

stehen in der reciproken Beziehung zu einander, dass die eine zu Integralen 
die integrirenden Factoren der anderen hat, und mögen daher redproke 
Differentialgleichungen heissen, die Differentialausdrilcke F,„ und F,^ redproke 
Differenlialausdrücke. 

a.) Nach Abb. Bd. 76, No. 1 nehmen die Integrale der beiden Diffe- 
rentialgleichungen die Form an: 

(18.) yi = /iti , y2 = t^iJl^T^ l^^ dx, ... y« = thjäxi^il^ fi^ . .Jn^,li fi^n. dx. 

(19.) yi = f^m, y2 = /^,«y!^mA^,«iirfir, ... ym==H^::jdxiii„,iuzLi...J}hiiiT'dx. 

Wird die Differentialgleichung der Form (16.) (tn—a)^^ Ordnung, der die 
Integrale t/i bis y^^^ genügen , durch F„,^^ = bezeichnet, so ist ftlr jede 

Function y: .i^«ia^t.-«(y^ ^) = -^-.'C-«i^m-a-i(y^ ^) (a = 0, . . . m-1). Mittels 

successiver Reduction durch die integrirenden Factoren itiz\ u';;;Li bis ft^lk+i^ 
oder mittels (m —&) maliger Reduction durch die Substitutionen 

y = f^i/^'T^ * dx^ z = fh/fiT^ u dXy etc. 

ergiebt sich (Abh. Bd. 76, No. 1 und 2; Bd. 78, No. 2), dass Differential- 
gleichung F^(y, a;) = ü ersetzt wird durch das System 

(20.) F„^(y,x) = «, /;(*,a^) = 0, 

wo /* = eine Differentialgleichung der Form (16.) A^"" Ordnung ist, die zu 
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Integralen 

hat Und umgekehrt : Sind letztere Ausdilicke die Integrale von /* = und 
die Ausdrücke für y, bis y^.^ in (18.) die Integrale von F^^^ = 0, so wird 
das System (20.) durch die Differentialgleichung (16.), die zu Integralen 
die Ausdrücke (18.) hat, ersetzt. 

Ist F^^iy^x) der reciproke Differentialausdruck zu F^^^it/^x) und 

fk(s,x) der reciproke zu /^(ä, a?), so folgt aus der Form der Integrale (18.) 

und (19.) , dass, wenn die Differentialgleichung F^ (y, x) = durch das System 
(20.) ersetzt wird, die reciproke F^(y, ic) = durch das System 

(21.) A(y,x)"="«', F^.,(*» = . 

dargestellt wird. 

Die Coefficienten p seien nun rational. Der charakteristische Index 
in Differentialgleichung (16.) stimmt bei jedem Punkte im Endlichen mit dem 
in Differentialgleichung (17.) überein (Abh. Bd. 75, No. 4). 

Ebenso für x = t'\ / = 0. Denn wird 

gesetzt und 

• Fn^itf, r») = (-frKiff, t), (p^,,{y, ro = i-tY-'vL^xiy, 0, 

so erhält man 

y^(m-.)r„(y, = 4- Itf '''""'V:-. (y, Ol- 

Daher ist y <^("'"'> Integral der zur Differentialgleichung Fi {y, = reci- 
proken, die durch [F^] {y, = bezeichnet werde. Wird nun 

FrniSht'') = (~<^)-F:.(y,/) 

gesetzt, so erhält man die Gleichung 

K (y, = r^(-*> [Fi] {yJ^--'\ t). 

Hieraus folgt , dass für < = der charakteristische Index in Fi {y^ = 
derselbe ist, wie in Fi (y, t) = 0. 

Der reciproke Differentialausdmck zu einem regulären ist demnach 
selbst regulär. 

Nun sei F^^iy, x) ein normaler Differentialausdfuck mit dem deter- 

minirenden Factor ß und dem regulären Ausdnucke F„, (y, x]. Der reciproke 

Joarnal für Mathematik Bd. LXXXIU. Heft 2. 18 
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Ausdruck zu ~F„, (y, x) sei durch F^ (y, x) bezeichnet Die m regulären 

Integrale von F^ (y, a?) = kann man bei einem Punkte o; ^ a im Endlichen 
auf die Form bringen 

(22.) y, = 1^1, yi^yijyr'yidx, ... y„, = vJdxvTW2..JvzLiVnidx, 

wo i'fl die Form (x — aYJSc^ix-'ay hat. Dann wird in den Integralen 

(18.) von F„,(y,x) = u^ = S2y^ (a = l...m). Hieraus ergiebt sich, dass die 

Integrale (19.) die Differentialgleichung i2"^F^(i2y, a?) = erfüllen. 

Der redproke Atisdruck zu einem normalen F^ (y, x) ist demnach selbst 
ein normaler y in welchem der determinirende Factor den reciproken Werth 
des determinirenden Factors von F^ hat, der reguläre Ausdruck der redproke 
des regulären Ausdruckes in F^ ist. 

Sind die Wurzeln der Exponentengleichung von F^ {y, x) = bei 
x^a gleich r,, rj, ... r^, so sind die der Exponentengleichung von 

K(9yx) = gleich -ri + m~l, -fj+w-l, ... -r^+m-l (Abh. Bd. 76 

p. 284, ebenso aus den Formeln (18.) und (19.)). Und wird 

FJy, n = i-tTKil t), Fjy_, r^) = (-/')'"K(y, t) 

gesetzt und berücksichtigt, dass /'^'"~^^fl(/"'^'""*^y, /) der reciproke Aus- 
druck von F'miy^ l) ist? 80 ergiebt sich, dass, wenn die Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung von F'„^ (y, t) = bei / = gleich rt bis r^ sind , die- 

jenigen der Exponentengleichung von F'^{y j t) = gleich — ri— (m— 1)^ 
— r2--(m--l), ... — r^ — (m— 1) sind. 

Die Wurzeln der Exponentengleichung einer Differentialgleichung mit 
nur regulären Integralen bei irgend einem Punkte im Endlichen oder Unend- 
lichen unterscheiden sich demnach von den mit dem entgegengesetzten Vor-' 
zeichen genommenen Wurzeln der Exponentengleichung der reciproken Diffe- 
rentialgleichung bei demselben Punkte nur um ganze Zahlen. 
Aus (21.) und dem darauf Folgenden ergiebt sich: 
Wird der Differentialausdruck ^if{y,x) durch das System normaler 
Ausdrücke 

(23.) /;(y, a?) = y,, /., (^i, a?) = y,, ... f,^{y,, x) 
dargestellty und ist der zu [^^{y^x) reciproke Ausdruck ft^^iy^x)^ so wird der 
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hu 4>if{yyx) reciproke 4^j!f{y,x) durch das System normaler Ausdrücke 

(24.) /,^ (y, a?) = y ; , /a^_j (y\ , a?) = y; , • . • f^ {y\ , x) 

dargestellt^ welches das zu dem ersteren reciproke System heissen solL 

Ist F^iy, ^) unzerlegbar, so ist auch der reciproke Ausdruck un- 
zerlegbar. Hieraus und dem vorhin Bemerkten folgt: 

Die zu zwei ähnlichen normalen Differentialausdrücken redproken Aus^ 
drücke sind selbst ähnliche normale Differentialausdrücke. 

Die zu zwei ähnlichen Systemen normaler Differentialausdrücke reci^ . 
proken Systeme sind selbst ähnliche Systeme normaler Differentialausdrücke. 

6.) Wenn die Integrale mehrerer homogenen linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Coei^cienten von einander linearunabhängig sind 
und in einer homogenen linearen Differentialgleichung, deren Ordnung gleich 
der Summe der Ordnungen jener ist, vereinigt sind, deren Coefficienten ra- 
tional sein mttssen, so werde von letzterer Differentialgleichung gesagt, sie 
zerfalle in jene homogenen linearen Differentialgleichungen. 

Enthält eine homogene lineare Differentialgleichung («i + ii)*«^ Ordnung 
mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 F^+,(y, a?) = die Integrale einer Differentialgleichung ^P« = der 
Form (16.) n^^ Ordnung mit rationalen Coefficienten, so hat F^^., = die 
Darstellung V^{y, x) = s, (p„,{s, a?) = (GL (20.). Vgl. No. 2, II), wo y^ = 
eine Differentialgleichung der Form (16.) m^^^ Ordnung mit rationalen Coef- 
ficienten ist. Alsdann hat nach (21.) die zu F^^^ = reciproke Differential- 
gleichung F^+„(y, x) = die Darstellung (p„,{y, x) = s\ V^{s\ x) = 0, wo (p^ 

der reciproke Differentialausdruck zu y„,, V« der reciproke zu W^ ist. Aus 

dem Vorstehenden ergiebt sich nun: 

Wenn eine Differentialgleichung der Form (16.) (m+n)'«^ Ordnung mit 
rationalen Coefficienten F„^^ (y, a;) = die Integrale einer Differentialgleichung 
der Form (16.) m^^^ Ordnung mit rationalen Coefficienten *m(y^ar) = enthält^ 
und in diese Differentialgleichung und eine der Form (16.) n^^ Ordnung mit 
rationalen Coefficienten V^ (y, x) = zerfallen soll, so ist dazu nothwendig 
und hinreichendy dass die zu F,„+« = reciproke Differentialgleichung F„^^.„ (y^ a:) = 

die Integrale einer Differentialgleichung der Form (16.) m^^^ Ordnung mit ra- 
tionalen Coefficienten (Pmit/s^) = enthält , die so beschaffen ist^ dass, wenn 
^m+n = durch ^m (j(j a:) = «', W^{s,x) = dargestellt wird, wo ?Pi, = eine 

Differentialgleichung der Form (16.) n'^** Ordnung mit rationalen Coefficienten 

18* 



140 Thom6, zur Theorie der linearen Diferentialgleichungen. 

ist, die zu V^ = redproke Differentialgleichung V^ (yyX)=^0 nur solche Inr^ 

tegrale enthält, welche von denen in 4^^ (y, x) ^0 linearunabhängig sind. 

Wendet man hier den Satz IV, a.) und den am Schiasse von V, a.) 
an, so ergiebt sich: 

Ist der DifferentiiUausdruck ^mCy^^) äes vorigen Satzes durch ein 
System unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke gegeben, so muss der 
Differentialausdruck (p^ {y, x) durch ein dem redproken System von 4^^ ähnr 

liches System dargestellt werden. 

Um die beiden Differentialgleichungen *„, = und V^ = darauf 
zu prüfen, ob ihre Integrale linearunabhängig sind, hat man ausser dem all- 
gemeinen Verfahren in No. 2, II den Satz No. 7, IV, b.). Dazu ist noch 
hinzuzufügen, dass wenn bei einem Punkte der charakteristische Index in 
der einen gleich Null, in der anderen gleich der Ordnung ist, die Integrale 
der beiden Differentialgleichungen von einander linearunabhängig sein mflssen, 
da die erstere bei diesem Punkte nur reguläre Integrale, die andere kein 
reguläres Integral enthält. 

VI, a.) Wenn ein normaler Differentialausdruck zerlegbar ist, so wird 
er nach No. 3, II nur durch ein System normaler Differentialausdrttcke dar- 
gestellt, die alle denselben determinirenden Factor, wie der ursprüngliche 
Ausdruck, enthalten. Der reguläre Ausdruck in dem ursprünglichen nor- 
malen wird alsdann durch das System der in den normalen Bestandtheilen 
enthaltenen regulären Ausdrücke dargestellt. Als noäiwendige Bedingung 
für die Zerlegbarkeit eines regulären Ausdruckes erhält man nach No. 5 
folgende : 

Damit die Differentialgleichung F^ (y, x) = 0, wo F^ ein regulärer Aus^ 
druck m^^ Ordnung ist, und F„, = ^(^^1) singulare Punkte im Endlichen 
«1 bis a, hat {bei x^O ist F„, (j/, x) immer zerlegbar) , die Integrale einer 
Differentialgleichung F„,^i{y,x) = enthatte, wo F^^jt ^«'» regulärer Ausdruck 
{m — ky^^ Ordnung, ist nach No. 5, I Gl. (9.), (13.), (19.) nothwendig, dass 
wenigstens eine der Grössen % 

(25.) T = (x-1) ('»-*X';-*-0 -•2'/i(-*)-fli-*) 

A 0=1 

der NuU oder einer positiven ganzen Zahl gleich sei, wo Äj*""*^ (a = l...af) 
die Summe von m — k Wurzeln der Exponentengleichung {determinirenden Fun-^ 
damentalgleichung; s. No. 6, 1) von F^ = bei a« ist, und wo R^'^^ die Summe 
von m — k Wurzeln der Exponentengleichung von F^ = bei x = /"', t=^0 isL 
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Wird die Summe der k übrigen Wurzeln der Exponentengleichung 
von F„ = bei a« durch /l?\ bei x = r\ t = durch R^^^ bezeichnet, so 
erhält man aus (25.)7 da die Summe der Wurzeln aller Exponentengleichungen 
von F^ = bei den x (x'^O) singulären Punkten im Endlichen und bei dem 

Punkte o: = f"\ / = gleich (;g— 1) ^^^'^ ^ (siehe die Abh. des Herrn Fuchs 

Bd. 66 dieses Journal p. 145) ist: 

(26.) -T = iLll{,n(m--l)--(m~*)(m-*--l)!~!i'Ä?>-Ä£*> 
oder 

(27.) -T = {x^l)k{m-k) + {x'-l) ^^^^^^ -jf/^w^/^w 

Die Bedingung, dass der Ausdruck (25.) gleich Null oder einer positiven 
ganzen Zahl sei, ist daher gleichbedeutend damit, dass (27.) gleich Null 
oder einer negativen ganzen Zahl ist. 

Damit cUso der reguläre Differentialausdruck m^^'* Ordnung F^XVy ^) ^^- 
legbar sei, ist nothwendig, dass unter den Werthen der Grössen 

(28.) {X -1) ('^-tX^-t-i) ^ j; ßCm-*) ^/JO--*) 

^ 0=^1 

sich auch eine solche ganze Zahl befindet, die algebraisch ^0 oder 
^ — (;f— l)&(m— Ar) ist, wo Äj"*"*^ die Summe von (m — ä) Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung von F^ = bei dem im Endlichen liegenden singulären Punkte 
a, (a = 1 . . . ^) und wo R^"^^ die Summe ton {m — k) Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von F^ = bei x = <"\ < = ist und k die Bedingung 0<ik<Zm 
erfüllt. 

Die vorhergenannte Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass 

«SS« 

^ Äj*""*^ + Äi"*~*^ einen solchen ganzzahligen Werth annehmen soll, der 
algebraisch 

^(y- — !)- "^ oder ^(^— 1)-^^ "^ ^ + (;f— l)Ar(m— ä) 



ist. Datnit in dieser Bedingung 2^Äj'""*HÄl"*""*^ überhaupt irgendwelche 

ganzzahligen Werthe annehmen darf, ist bei x^l nothwendig und hin- 
reichend, dass (;f — l)Ar(iii— Ä) = 1. Hierzu muss x = 2j Ar=l, m=2 sein. 
Die der Bedingung ;; = 2 , m = 2 entsprechende Differentialgleichung ist in 
den Coefficienten durch die Wurzeln der Exponentengleichungen bei den 
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singulären Punkten im Endlichen und bei x = t'\ * = bestimmt und wird 
durch Substitution auf diejenige der hypergeometrischen Reihe zurttckgeftthrt 
Von jener Differentialgleichung hat Herr Frohenna (Bd. 76 dieses Journals 
p. 256) gezeigt, dass, damit dieselbe das Integral einer homogenen linearen 
Differentialgleichung l^r Ordnung mit rationalem Coefficienten enthält, die Be- 

dingung 2:Äj*^ + /l^^^ gleich einer ganzen Zahl nothwendig und zugleich 
hinreichend ist. 

Wenn man nun bei einem regulären Differentialausdrucke zn unter- 
suchen hat, ob derselbe zerlegbar ist, so ist zunächst zuzusehen, ob die 
Bedingung (28.) für eine Zahl k erfüllt ist. Ist dieses der Fall, so ist 
weiter das Verfahren von No. 5 auf den Differentialausdruck anzuwenden. 

6.) Es seien in dem Systeme normaler Differentialausdrttcke 
(29.) A.(jf, X) = y, /;, (yi, o?) = y^ • . . /«,.i(»m, x) = y, /;/y,, x) 
die einzelnen Bestandtheile unzerlegbar und je zwei nickt ähnUeh. Der 
determinirende Factor in f^^ sei i2j , der reguläre Ausdruck f^^ (y> , x) (b = ... l). 
Nun soUen die Differentialgleichungen /^(y, a?) = bis f^^iyiyX) — ^ so 6e- 
schaffen sein, dass jede /«^ = einen solchen im Endlichen oder Unendlichen 

liegenden Punkt A^ enthält, bei welchem keine Wurzel ihrer Exponentengleichung 
sich von einer der Wurzeln der Exponentengleichungen der übrigen Diffe- 
rentialgleichungen bei diesem Punkte um eine ganze Zahl unterscheidet. 

Aus (29.) ergiebt sich, wenn der Differentialausdruck, der durch das 
System (29.) dargestellt wird, mit ^if(y,x) bezeichnet und y=Ük9' ge- 
setzt wird: 

(30.) i2ry^(i2,y»=y; A-raXAy;,ar)=y;...A-ya,(Ay,>)=ßr**XAy',^). 

Der Ausdruqk ßrVa^CAyM^) (b = 0.../) ist selbst normal, der reguläre 
Ausdruck in demselben /*,^ (y>, x). Die Wurzeln der Exponentengleichung 
von i2f**^(i2;ty', a?) = bei einem Punkte unterscheiden sich von den 
Httmmtlichen Wurzeln der Exponentengleichungen von ßrYa/Ay'^^) = 
bis ilz^ f^^{£lt,y\ a?) = nur um ganze Zahlen (I d. No.), und die Wnrzeln 

d«r Exponentcngleichung von ük^ fa^{ßky\ x) — ^ (b = 0.../), wenn bei 
AWmmü J^uiktc der charakteristische Index gleich Null ist (Vgl. No. 6, II), 
Hind glcH^h den Wurzeln der Exponentengleichung von /«j (yi, «) = 0. 

Demnach unterscheiden sich die Wurzeln der Exponentengleichung von 
ftf^iy^t i'^) ^^ l^^i ^'^^ Punkte A^ eon eben so vielen der Exponentengleichung 
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eon S2;;'^4^y{£2i,y',x)=s0 nur um ganze Zahlen und von den übrigen dieser 
Gleichung nicht um ganze Zahlen. 

Dieses werde nun angewandt, wenn die verschiedenen Darstellungen 
des durch (29.) gegebenen Differentialausdruckes *v durch Systeme 
unzerlegbarer Differentialausdrttcke aufgesucht werden sollen, die nach 
III, c.) Systeme normaler Ausdrücke sein müssen und deren es höchstens 
(/+l)/(/-l).-.l giebt 

Man hat hierzu zunächst (s. III, d.)) die unzerlegbaren normalen 
Differentialausdrücke aufzusuchen, die gleich Null gesetzt Differentialglei-^ 
chungen liefern , deren Integrale in *^ = enthalten sind und welche Be- 
standtheilen des Systemes (29.) ähnlich sein müssen. Um nun zu unter- 
suchen, ob i27^*.v(Ay'5^) = die Integrale einer Differentialgleichung 
Paj, {y\ iP) = enthält, wo F,^ ein regulärer , dem /^^ ähnlicher Differential- 
ausdruck sein soll, kann man diCv formellen Entwickelungen der Integrale 
von Ffl^ = , die nach No. 5 erforderlich sind , bei dem Punkte Aj, aus 

ßjr'*,Y('ß*y^ a?) = entnehmen und wird auf keine unbestimmten Constanten 
innerhalb der Entwickelungen stossen ; No. 5 (31.). Enthält Sir^^y ißky\ x) = 
die Integrale einer Differentialgleichung F«^ = 0, wo F«^ ein regulärer Ausdruck 

ai^^^ Ordnung ist und die Wurzeln der Exponentengleichung von F^^ = 

bei Aj, sich von denen in der Exponentengleichung von /.^ = nur um 

ganze Zahlen unterscheiden, so muss F^^ unzerlegbar sein, weil sonst nach 

m, a.) unter den Bestandtheilen von *,v i^ ^^^ Systeme (29.) einer sein 
mttsste, der von f^^ verschieden wäre und dessen regulärer Ausdruck gleich 

Null gesetzt bei Aj, eine Exponentengleichuug liefern würde, deren Wurzeln 
sich von den Wurzeln der Exponentengleichung von j^^(y, a:) = nur um 
ganze Zahlen unterschieden, entgegengesetzt der Voraussetzung. Wird nun 
^yit/y x) = durch S2t,Faj^{S2^^y, x) = s, *v-ojt(*^ x) = dargestellt, so wird 
nach ni, c.) der Ausdruck *.v-at durch ein System normaler Ausdrücke 
dargestellt, die den Bestandtheilen des Systemes (29.) von *,v, nachdem ^^ 

herausgenommen ist, so zugeordnet werden können, dass ein Bestandtheil 
des einen Systemes einem des anderen entspricht und umgekehrt und die 
entsprechenden ähnlich sind. Bei den Bestandtheilen des Systemes ^j^-a^ 

bleibt daher die bei (29.) in Bezug auf die Punkte A^ angegebene Eigen- 
schaft unverändeit, und es können auf den Ausdruck ^s^a^ mittels der 
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Bestandtheile /^^ in (29.) dieselben Betrachtungen wie vorhin angewandt 
werden. 

Es ergiebt sich demnach: 

Wenn die verschiedenen DarsteUungsformen des durch das System (29.) 
gegebenen Differentialausdruckes ^^{y, x) durch Systeme unzerlegbarer Diffe-' 
rentialausdrücke y welche nach lU, c.) dieser No. normal sein mitssen, auf" 
gesucht werden sollen, so giebt es nach III, d.) deren höchstens (/+!)/(/— l)...l, 
und sobald die bei (29.) angegebene Bedingung erfüllt ist, können cMe for- 
mellen Entwickelungen eon Integralen, die bei dieser Untersuchung nach No. 5 
ssu bilden sind, bei den Punkten A^ (b = . . . /) vorgenommen werden, und die 
Coefficienten innerhcAb der Entwickelungen werden (No. 5 (31.)) eindeutig bestimmt. 

8. 

I. Ein allgemeineres Beispiel einer Differentialgleichung F^ (y, x) = 0, 
in welcher F^ ein System mehrerer normalen Differentialausdrücke ist, die 
Differentialgleichung F„, = aber nicht in mehrere homogenen linearen Diff^e- 
rentialgleichungen mit rationalen Coefficienten zerfällt (No. 7, V, 6.)), kann man 
durch folgendes Verfahren geben. 

Wenn eine Differentialgleichung 

mit rationalen Coefficienten bei allen singulären Punkten im Endlichen Oi 
bis a, (x ^ 1) und bei x = /"*, / = einen und denselben charakteristischen 
Index A>0 hat und wenn (1.) die Integrale von F^_k==^ enthalten soll, 
wo F„,_A ein regulärer Ausdruck (m— A)*«^ Ordnung ist, so ist nach Abh. Bd. 81, 
No. 3 (Vgl. No. 5, I) dazu nothwendig, dass 

• (2.) T(P*±i(x-a.)) -(P-ig^rO =r 

Null oder eine positive ganze Zahl sei. 

Wenn nun F^(y, ir) = zerfallen soll in F«_Ä(y, ^) = und eine 
Diflferentialgleichung F^ {y, x) = 0, wo Fj, von der Form des Ausdruckes in 
(1.) A^«^ Ordnung mit rationalen Coefficienten, so ist nach No. 7, V, 6.) noth- 
wendig, dass die reciproke Differentialgleichung zu F^ = 0, F« \y, a?) = die 

Integrale einer Differentialgleichung /'«-A(y^^) = enthalte, y^o f^_^{y,x) 
ein regulärer Ausdruck (m — h)^^^ Ordnung ist. Da die Differentialgleichungen 
F^ = und F«, = im Endlichen dieselben singulären Punkte haben, und 
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da der charakteristische Index m F^ = mit dem in F„. = bei jedem 

Punkte im Endlichen oder Unendlichen übereinstimmt (No. 7, V, a.)), so hat 
die Differentialgleichung F^ = im Endlichen ebenfalls nur die Punkte Oi 

bis a« zu singulären und bei diesen und dem Punkte x = t~\ f = den 
charakteristischen Index h>0. Wenn also diese Differentialgleichung die 
Integrale einer Differentialgleichung ^.^(y, «) = enthalten soll, wo ^.a 

ein regulärer Ausdruck (m—h)^^ Ordnung, so muss die der Bedingung (2.) 
entsprechende Bedingung erfüllt sein. Die Differentialgleichung 

sei gleich 

(4.) ^+ß.^+...+ R.y = 

gesetzt (den Ausdruck fUr /{« s. Abh. Bd. 76, No. 6, Gl. (5.)). Es muss nun 
Null oder eine positive ganze Zahl sein. 

p(x) 

Es werde p; (x) = ^ ; ( gesetzt, wo P(a?) und Q{x) keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. Dann ist (vgl. Abh. Bd. 78, No. 1, Gl. (15.)) 

Daher wird die Grösse (5.) gleich 



('•) -'+(-*)G'-^örJ)_,)__^. 



Da ( — ^^-^ — —tj Null oder eine negative ganze Zahl ist, so mttsste, 

damit die Grösse (5.) Null oder eine positive ganze Zahl sei, t==0 und 
P gleich einer Constanten sein. P kann aber, weil in Differentialgleichung 
(1.) für a: = *~*, / = der charakteristische Index h sein soll, keine Con- 
staute sein, wie aus den Formeln Abh. Bd. 78, No. 2, Gl. (17.) hervorgeht. 
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» 

Demnach kann die Differentialgleichung F^^O nicht in die beiden 
F^* = und F* = zerfallen. 

Man bilde nun (1.) auß dem Systeme 

(8.) ^--A(y,a:)=^, A(^,a:)==0, 

WO F^«A ein unzerlegbarer regulärer Ausdruck {m--h)^^ Ordnung ist, F^.» = 
zu singulären Punkten im Endlichen die Punkte Oi bis a« hat (wie ein 
solcher Ausdruck zu bilden ist^ wird weiter unten gezeigt), /\ ein unzerleg- 
barer normaler Ausdruck ist, /^ = im Endlichen dieselben singulären Punkte 
wie F^A = hat und der determinirende Factor in /i in diesen Punkten 
und für a: = t~\ 1 = unendlich wird. Soll alsdann F« {y, o?) = in mehrere 
homogenen linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coei^cienten zer- 
fallen , so muss F^ = ausser den Integralen von F^.^ = noch die von 
diesen linearunabhängigen Integrale wenigstens einer Differentialgleichung 
der Form (1.) *t(y, a?) = enthalten, wo ** unzerlegbar ist Dann mttsste 
^f, nach No. 7, m, 6.) und a.) ein normaler Ausdruck sein, der einem der 
beiden F«^* oder /; ähnlich wäre. Nun kann F. = 0, da F^* nicht ähnlich 
/* ist, nicht die Integrale von zwei Differentialgleichungen F,^ä = und 
*jk = enthalten, wo ** ein dem Ausdrucke F«.* ähnlicher wäre (No. 7, HI, rf.)). 
Wenn aber *4 dem Ausdrucke /i ähnlich wäre, so würde ** von 
Äter Ordnung sein, und die aus dem Systeme (8.) hervorgehende Differen- 
tialgleichung F« = zerfiele demnach in F,^,, = und die Differentialglei- 
chung ** = von hf'^^ Ordnung, und dieses ist, da die aus (8.) hervor- 
gehende Differentialgleichung zu singulären Punkten die Punkte a^ bis a, 
hat und bei diesen und a: = /"* , / = den charakteristischen Index ä > 
(No. 6, 11), nach dem von Differentialgleichung (1.) Bewiesenen nicht möglich. 

Die aus dem Systeme (8.) hervorgehende Differentialgleichung (1.) J56r- 
fällt also nicht in mehrere homogenen linearen Differentialgleichungen mit ra- 
tionalen Coefficienten. 

Es bleibt noch zu zeigen, wie ein unzerlegbarer regulärer Differen- 
tialausdruck zu bilden ist 

Ein regulärer Differentialausdruck F^ (y, x)^ u)0 F^ = im Endlichen 
X (xr> 1) singulare Punkte haben soU, ist nach No. 7, VI, a.) jedenfalls tiMer- 

legbar, wenn keine der dortigen Summen £ Äj"*"*^ + ßiT"^^ (* = 1 . . . «i — 1) 



ganMohlig ist. 

Wenn man nun zu Wurzeln der Exponentengleichung bei den x 
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singulären Punkten im Endlichen und zu Wurzeln der Exponentengleichung 

bei X = <~\ < = Grössen wählt, deren Summe gleich {x — 1) ^7^ wird, 

80 giebt es, wenn x>l ist, reguläre Ausdrucke m^^^ Ordnung F^, so dass 
F„, = keine anderen singulären Punkte im Endlichen hat, und die Exponenten- 
gleichungen bei diesen Punkten und bei x = f~\ < = die vorgeschriebenen 
Wurzeln haben. Denn werden die Coefficienten in F,„ durch p^ bezeichnet, so 
ist pi vollständig bestimmt (s. No. 1, Gl. (5.) und No. 5, Gl. (6.) und (7.)) und 

"^ P' =" {{x^aXx-it-(!^-<^^)Y (^ = ^ '-^^^ wov^,(a:)eine ganze rationale 
Function, deren Grad ^a(x— 1), sind von yf^{x) xWerthe flir die Punkte 
a. (a = l...x) und der Werth (^(/a(Of^*-*>),^„ bekannt 

Nimmt man also bei 3^>1 zu Wurzeln der Exponentengleichungen 
von F^ = bei den singulären Punkten Oi bis a^ im Endlichen und bei 

a? = f"*, * = solche Grössen, deren Summe gleich (y—1) ^^^ TlJ^ igt 

und die so beschaffen sind, dass keine der Summen Z Äi'"~*^+/l^'"~*^(&=l...m— 1) 

ganzzahlig wird, und dass bei keinem Punkte a. (a = l...x) die Wurzeln 
mit den positiven Zahlen 0, 1, ... m— 1 fibereinstimmen, so kann man re- 
guläre Ausdrücke F^{y,x) m^^ Ordnung bilden, so dass F„, = nur die 
Punkte a«(a= l...;r) im Endlichen und diese jedenfalls zu singulären hat, 
und dass bei diesen Punkten und bei a: = /"\ * = die Exponentenglei- 
chungen zu F„j = die vorgeschriebenen Grössen zu Wurzeln besitzen. 
Diese regulären Amdrücke sind alsdann unzerlegbar. 

Zu dem vorliegenden Zwecke genügt es, die Wurzeln in folgender 
Weise zu wählen. Die Wurzeln der Exponentengleichungen bei den singu- 
lären Punkten Oi bis a« werden reell und positiv genommen, so dass bei 
keinem dieser Punkte die Wurzeln mit den positiven ganzen Zahlen 
0, 1, ... m -- 1 zusammenfallen und dass die Summe sämmtlicher Wurzeln 

gleich {x-1) ^zJ) ^ 1 ist. Werden dann alle Summen "IfÄj"'-*^ (Ä=l...m-1) 

gebildet und bei jeder der üeberschuss (^0 und <Cl) dieser Summe über 
die nächst niedrige ganze Zahl, so sei der kleinste derjenigen Ueberschüsse, 
die grösser als Null sind, a, der grösste ß. Die Wurzeln seien so gewählt, 

dass /?>>«> ist, wozu nur bei zwei der Summen ^Ri"*"*^(*=l...iii— 1) 

diese Ueberschüsse grösser als Null und von einander verschieden zu sein 

19* 
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brauchen. Dann werden die Wurzeln der Exponentengleichung bei x = /"^ 
t=zO reell, von Null verschieden und negativ genommen, so dass ihre 
Summe gleich —1 wird und dass eine der Wurzeln absolut genommen 
grösser als ß, die Summe der Übrigen absolut genommen kleiner als a ist 
Alsdann erfüllen die Wurzeln die vorgeschriebenen Bedingungen. 

n. Als Beispiel einer homogenen linearen Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten, die in mehrere Differentialgleichungen zerfälUy in 
welchen normale Differentialausdrücke gleich Null gesetzt sind, kann die homogene 
lineare Differentialgleichung mit constanten Coefficienten aufgeführt werden. 

Es seien in der Diflferentialgleichung P„,(ji,x) = der Form (1.) die 
Coefficienten p constant, p„, von Null verschieden. Diese Diflferentialglei- 
chung hat nur den Punkt x = f^ < — zum singulären Punkte. Der 
charakteristische Index bei diesem Punkte ist derselbe, wie in dem Systeme 

■ ^''L ^ (a = . . . m, Po = 1) , daher gleich m. Man hat nun bei dem Punkte 

t~\ / = oder in FlXt/^ = bei / = die Hauptpotenzen (No. 6, 1 und III) 

aufzusuchen. Der Coefficient von ^^„^_; in F^ = pi ist (Abh. Bd. 78, 
No. I, Gl. (15.)) 

, _ m(iii— •!)... (m — Q + (m—l)(m — 2)... (jw — g) 
'^« "" i.2...a " ? 

1.2...a^l i^Hl Pi + - + (-l) "T^r-- 

Werden nun aus p^ (a = l...m) nach No. 6, (11.) die Zahlen 



(10.) n,, 



^t ^m 



... 

m 



bestimmt, so ergiebt sich, dass die grösste derselben 2 ist und zuletzt bei 
auftritt. Daher werden die Hauptpotenzen ot~^ und die Coefficienten- 



gleichung zur Bestimmung von o (No. 6, Gl. (14.)) 

(11.) a--pia"'-'+/^2a'"-'-- + (-l)>. = 0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung seien — o^ bis — a^. Dann sind nach No. 6, 1 

(12.) e^'', e'^, . . . e^-' 

die möglichen Werthe der determinirenden Factoren derjenigen normalen 
Ausdrücke, die gleich Null gesetzt Diflferentialgleichungen liefern, deren 
Integrale F,„ = erfüllen. Man bilde nun, um die zu den determinirenden 
Factoren gehörenden regulären Ausdrücke zu finden, e~*'«'F,„(e'«'Y,a?) = 
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oder 






(13.) 









— — -4-'"4-o" 



+j9i<C 



+P2a: 



— 1 



in—} 



4-/». 



y = 0. 



Ist — a, eine einfache Wurzel von (11.), so wird der grösste cha- 
rakteristische Index in (13.), der charakteristische Index bei x = <~\ / = 
gleich m— 1, der Coefficient von Y in (13.) verschwindet, während der von 

dY 

"^ von Null verschieden ist, und die Differentialgleichung (13.) enthält 



dY 



das Integral von -^ = 0. Ist — a^ eine (> fache Wurzel von (11.), so wird 

der charakteristische Index in (13.) bei x = r\ /=0 gleich m— p, der 

Coefficient von -^ in (13.) verschwindet nicht, während die Coefficienten 

der Ableitungen niedrigerer Ordnungen verschwinden, die Differentialglei- 

d9Y 



chung (13.) enthält die Integrale von -^^ = 0. 

Die Differentialgleichung F^(y, a?) = enthält demnach das Integral 
von ß*'«* — d^^~^' wenn — a^ eine einfache Wurzel von (11.) ist und die 

Integrale von e"«* — ^ . ^ ^ = 0, wenn — 0^ eine p fache Wurzel von (11.) ist 

Die sämmtlichen Ausdrücke e''«'^ — ^^^ und e*'«* — V^ ^ , welche den von 

einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung (11.) entsprechen, sind 
normale mit von einander verschiedenen determinirenden Factoren, daher 
sind die Integrale der Differentialgleichungen, in welchen diese normalen 
Ausdrücke gleich Null gesetzt sind, von einander linearunabhängig (No. 3, HI 
oder No. 7, IV, c.)). Die Differentialgleichung F^ = zerfällt demnach in 
diese Differentialgleichungen. 

9. 

Es sollen jetzt die Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung 4>jf{y,x) = untersucht werden, in der *> durch ein System nor- 
maler Differentialausdrücke gegeben ist. 

I. Der Differentialausdruck *v(y, o?) sei durch das System 

(1-) fa, in, ^) = ff 1 /•. (yi , a?) = »2 . • . A^, (ff ^1 , a?) = ff^ /.,(ffo x) 
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dargestellt, wo ^^ (* = . . . /) ein normaler Differentialansdruck o*^^ Ordnung 

mit dem determinirenden Factor Sit ^^^ dem regulären Ausdrucke fa^iSk» ^)j 
iV=o„+ai+--+a/ ist 

Geht nun die homogene lineare Differentialjgleichung {m+n)^^ Ord- 
nung F„.+. (y, a?) = aus dem Systeme 

(2.) F„,(if,x)^s, f.{s,x) = 

hervor, wo F„. ein homogener linearer Differentialquotientenausdruck in*®', 
fn ein solcher n^' Ordnung ist und die Coefficienten der höchsten Ableitungen 
gleich 1 sind, und sind die m linearunabhängigen Integrale von F^^O 

(.3-) yt = ihf^V^T^t^^^^JlH^ih^ (6 = l..-»»), 
die n Integrale von /*, = 

so sind die m+n Integrale von F,^+„ = (No. 7, V, o.)) 

(5-^ Vi = ^^J^^XU^J^t»^-\l^h^ (b = l...m+ii), 
iVn» *efeii rffe ttjfc Integrale 9on f^j^iyt, x) = 

(6.) y*.» = A**.y*p/'M>M--yA*M-i/*M<'^ (^ = l...at). 

Ks ergiebt sich dann aus dem Vorhergehenden, dass die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung 

(7-) /*,.i(y^-n^) = yo /a,(ffo^) = o 

folgende shid: 

wo in den Grössen fi der Zeiger /— 1, ai_i+c = /, c (c = l...ai) zu setzen ist 
Und dadurch dass dieses Verfahren fortgesetzt wird, findet sich^ dass 

die Integrale von 4^Ay^^) — ^^ *^^ «'»rf- 

(9.^ y,,.» ^^ ."0.1/ rfa? u,,i ,ii„,2 . .y/'t.V-i /*!».» ^^ (B = 1 . . . iV), 

wo in den firössen «1 die Zeiger 

0, ao+c = 1, c (c= l...ai) 

•«/ Hf^i^en. alsdann dir Werthe ton /e aus (6.) «t# entnehmen sind. 
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Sind die Coefficienten in dem Systeme (2.) rational, bo ergiebt sich 
ans (2.) für x^f\ wenn 

fn{y,t'')^{-erfn{y,t) nnd r'-rUt'^u,t)^f:iu,t) gesetzt wird, 

(U.) KXy.t) = u, A'(«',0 = K+.(ff,0- 

Wird nun 

nnd *jNr(y,O = (-'T*^(y^0 gesetzt, so ergiebt sich aus (1.) und (11.) 

(12.) r^{y,t) = u^, fl{u,,()^u,, ... /;;(«„ o = *:.(y,0. 

Geht der determinirende Factor il^ in f^^ durch Substitution von a? = f~* in 

ä;, der reguläre Ausdruck 7«, (y*,a?) in /;,(y*,0 = (-OVa* (»*.') ttl>er, so 
wird faj,(yk,t)^n'J',^{£}ff'y,,t)j und wenn 

gesetzt wird, so ist tij^{uj,yt)^^,f'i^{Q:c^u^,J). 

Die beiden Differentialgleichungen Äi(y*^0 = und f'^j^(uj,,t) = 
haben bei / = und überhaupt bei jedem Punkte (Abh. Bd. 78 p. 243) den 
charakteristischen Index gleich Null. Daher sind /*ij(y*,0 und faj,(fh,t) 
normale Ausdrücke mit dem determinirenden Factor i2i. Die Integrale von 
*jy(y5 = bei / = werden nun aus dem Systeme (12.) ebenfalls unter 
der Form (9.) dargestellt 

Es werden jetzt die Entwickehmgen der Integrale rem ^ir(y^^) = 
hei einem im Endlichen liegenden singtääreti Punkte x = a untersucht. 

Um die Integrale von faj,(yk,^) = ^Faj,{^^yk,^)='0 bei a? = a 

nach Formel (6.) aufzustellen, seien in der Exponentengleichung von faj^yky^) = 
bei x=^ a die Wurzeln : 

(13.) r,,,(b= 1...0,). 

Die a* regulären Integrale letzterer Differentialgleichung können dann auf 
die Form gebracht werden 

(14.) yjtt = v^^xfdxv^^v^.,...jv^l^yv^^dx (b = l...ai), 

iro n,j = (a?— o)'^*'*~*"^^y*.b(i»^) (6 = l...ö*) i^ty die Function y^^ (B=l...a4) 
die Form c^Cfl(a?— a)" hat, c eine von Null verschiedene willkürliche Constante 
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und Cu = 1 ist, die Coef&cienten c« ans der Differentialgleichang eindeutig und 
endlich bestimmt sind und die Potenzreihe fUr die Function ip,^ in einem 
Kreise mit dem Mittelpunkte x = a convergirt nach einem Satze von Herrn 
Fuchs Bd. 66 dieses Journals p. 148, Bd. 68 p. 362. 
In den Integralen y^j, Formel (6.) wird dann 

(15.) //,,j == i2,.bn.» (b = l...aik), 
ICO £lj,i^=^£lk (b = l...aifc) gesetzt ist. 

In den Integralen (9.) jj^o,» ^on ^y{y, x) = wird 

(16.) Ua.b=i2;)^(a^-a)'"">»-'-Vü,b(a^) (b = l...iV), 
wo in Betrefft der Zeiger 0, Oo+l, 0, ao+2 bis 0^ N in »0^,,^, rü,>, yo^ die 
Bestimmungen (10.) gelten. 

Die einwerthige Grösse A = e^^, wo Wt eine rationale Function 
ist , wird bei x = a dargestellt durch die Summe von zwei Potenzreihen 

^c_fl(a;--a)''" + ^Ca(a?—a)* wo die erste Reihe verschwindet, wenn W^ in 

1 o 

a nicht unendlich wird, sonst unendlich viele Glieder enthält, da alsdann 

^ " in höherer, als erster Ordnung unendlich wird. Werden die Ent- 

Wickelungen von Üi (&=!.../) in ^, ^ eingesetzt, so ergiebt sich aus (9.) 
durch Integration, dass y^,» die Form erhält 

'^ I (b = l...iV), 

wo die Grössen ^ sich in einem Kreise mit dem Mittelpunkte x = a durch die 
Summe eon zwei coneergirenden Potenzreihen darstellen lassen, eon denen die 
eine nach Potenzen von x — a mit negativen, die andere mit positieen gans^ 
zahligen Exponenten fortschreitet. Die Zahl q^ — l ist höchstens gleich der 
Anzahl derjenigen Exponenten, die in der Reihe r^i , r^^i . . . r,,,^ eor ro,i stehen 
und sich von r„(^ nur um ganze Zahlen unterscheiden. 

Diejenigen Integrale (17.), in welchen die Exponenten ro.^ sich nur 
um ganze Zahlen unterscheiden, bilden eine Gruppe. Wird ein System 
von N linearunabhängigen Integralen von *,v = durch Ausdrucke, der Form 
(17.), worin statt der Exponenten ro^}, die Exponenten «^ stehen, gegeben, 
so kommen in diesem Systeme üur solche Exponenten e^ vor, die sich von 
den Grössen r^^, um ganze Zahlen unterscheiden. Dieses System muss in 
eben so viele Gruppen zerfallen, wie das System (17.) und einer Gruppe des 
einen Systeme» eine des anderen entsprechen, so dass in beiden Gruppen 
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jdie Exponenten sich nur um ganze Zahlen unterscheiden und die Anzahl 
der Integrale dieselbe ist (Abh. Bd. 74: No. 1, (5.); No. 2, 11). 

Vergleicht man demnach das System (17.) mit der allgemeinen Form^ 
welche nach Herrn Fuchs (Bd. 66 d. J. p. 136) ein System lineamnabhängiger 
Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung bei einem Punkte 
x=a hat, wenn die Coefficienten dieser Differentialgleichung in einem um 
den Punkt x = a als Mittelpunkt geschlagenen Kreise abgesehen von diesem 
Punkte einwerthige und stetige analytische Functionen sind, so ergiebt sich, 
dcus die Wurzeln der dcuelbst eon Herrn Fuchs ais Fundamentalgleichung 
bezeichneten cUgebraischen Gleichung ^ deren Coefficienten auf transcendente 
Weise mit den Coefficienten der Differentialgldchung zusammenhängen, bei 
der Differentialgleichung 4>^ (y, x) = die Grössen 

(18.) e\^'''\ e^o,.^-; . . . e\y'''' 
sind. 

Ist der Punkt ar = /"*, / = in */»r(y^^) = singulär, so führt die 
Formel (12.) zu entsprechenden Resultaten. 

U. Es werden nun bei dem im Endlichen liegenden singulären 
Punkte a?= a die Integrale von ^jf = der Form (17.), die eine Gruppe 
bilden, in welchen sich also die Exponenten ro,^ nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, weiter untersucht. In dem Systeme normaler Differential- 
ausdrttcke, welches den Ausdruck 0^ darstellt, seien diejenigen auf einander 
folgenden Bestandtheile , in welchen die in Partialbrttche zerlegten ratio- 
nalen Functionen W der determinirenden Factoren e^ diejenigen Glieder, 
in welchen sie für a? = a unendlich werden, übereinstimmend haben, zu 
einem Ausdracke zasammengezogen , und es sei alsdann der Ausdruck 4>i, 
durch folgendes System gegeben: 
(19.) e-F. (e-"jr, x) = y[, e-F., {e-'-y[, x) = y',, ... e"*F,^(e-ty;, x), 

worin 

(/■«,(», ar) = yi.../;j(y„a:) = e"F„(e-"y,x) 0<,+-. + a» = o, 

(/■«»(y, «) = »»+! •••/'.. (yc,aj) = c""F„, («""■», a?) o»+-" + a. = a, etc. 

n 

ist, die Grössen tt?«(a = O...Ä) von der Form Null oder j; c.« (a? — a)~* 

und je zwei auf einander folgende von einander verschieden sind, F«^(y«, a?) = 
bei x = a den charakteristischen Index gleich Null hat. Die Elxponenten- 
gleichung von F„ (y, a?) = bei x = a ist diejenige von 

7«..(y,^) = yi---?«>(»b7^) = 0; 
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diejenige von F„, (jr„ a:) = ist die von 7,j+i (yi , sc) = y»+2 • • •?,, (f o «) = u. s. w. 
(Vgl. No. 7, I.) 

£« seien nun in der Exponentengleichwtg von F„ {y^, x) = die 
s Wurzeln n bis r, unter einander nur um ganze Zahlen, und eon einer Wurzel 
der Exponentengleichung f?o» F„^ (y^ , a?) = {a^g, a =!...&) nicht um eine 

ganze Zahl verschieden. Ahdann soll die Gruppe der Integrale eon 4>jf = 
mit den Exponenten r^ bis r« untersucht werden. 

Die Wurzeln n bis r, seien so geordnet, dass der reelle Theil der 
vorhergehenden nicht kleiner als der der folgenden ist, so entsprechen 
diesen Wurzeln s Integrale von F„ = der Form 

(20.) y^ = vJdxv^^ v^ . . • /i'i^i ^b «tr (b = 1 . . • «), 

wo v^ — ix — ay^'^^^if^ix) ist, if^ die Form ^c^ix—aY hat, c^j von Null 

verschieden ist, und aus (20.) ergiebt sich durch Integration in den einzelnen 
Gliedern, Wobei die jedesmalige Integrationsconstante annullirt wird, die 
Gruppe von s Integralen der Form 

(21.) y, = {x^ar^{xi^ +x^a log(a?-a) + ...+;i:*,^(log(a?-a))^-*} (b = l...t), 
wo die Grössen x Entwickelungen der Form 2;k^{x—ay haben und für 

x^a nicht alle verschwinden , die Zahl q^^h und ;fi,^ von Null ver- 
schieden ist; die Integrale y^ gehören dann zu den Exponenten r^ (s. die 
Abh. des Herrn Fuchs Bd. 66 d. J., p. 155.). Um die Zahl qr^ zu bestimmen, 
genügt es in den Grössen 9 in (20.) fi— r,+ l Glieder zu entwickeln (in Betreff 
dieser Entwickelungen s. No. 5, II nach (31.)) und die Int^rationen in (20.) aus- 
zuführen. Denn wird bei der Integration eines Ausdruckes der Form (21.), der 
zu dem Exponenten a gehört, wo, wenn a eine negative ganze Zahl, — a<e 
ist, und in den Coefficienten der Potenzen des Logarithmus q Glieder von 
(x— a)' an gerechnet bekannt sind, die in dem Coefficienten des Logarith- 
mus mit dem höchsten Exponenten nicht alle verschwinden, die Integrations- 
constante aimuUirt, so erhält man einen Ausdruck der Form (21.), der zu 
dorn Exponenten a + 1 gehört, und es werden in den Coefficienten der Po- 
tenzen des Logarithmus q Glieder von (x— a)*+^ an, die in dem Coefficienten 
des Logaritlimus mit dem höchsten Exponenten nicht alle verschwinden, 
bekannt durch Integration der in jedem Summanden des ursprOngliehen 
Ausdruokes gegebenen q Glieder. Dieses beruht darauf, dass 
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( ßx - ar (x - ay (log (x - a) )• dx 

( = (o: - a)--*^ j*u(log (oj - a) )-+^ + *i (log (a- ^ «))« + ... + «,^,| 

i&t, wo a und » ganze Zahlen ^0 Bind, ^ die Form &^^^(a?— a)* hat und, 
wenn a keine negative ganze Zahl ist, oder falls a eine solche ist, wenn 
a von — a— 1 verschieden ist, dass alsdann «ü = und «i von Null ver- 
schieden ist, und wenn a = — a— 1, dass «o von Null verschieden ist. 
Es werden nun die Integrale y^ (b = 1, . . . «) von 0;^r = 

(23.) y^ = fioAjdx/iö,lfMi,7'>jCli^öX^...+^^^ C& = 1, • • • «) 

aufgestellt, wo die Grössen //ü,j (c= 1, ... cfü+- + a^_i) durch (16.) gegeben 
sind und bei den durch Integration der einzelnen Glieder der Potenzreihen 
zu bewerkstelligenden Integrationen jedesmal die willkürliche Constante 
annuUirt werden soll. Die Integrale y^ (6 = 1,...«) sind linearunabhängig, 

weil die Integrale y^ (6 = 1,...«) linearunabhängig sind. Die Integrale (23.) 

nehmen, wenn für j^^ die Ausdrücke (21.) eingesetzt werden, die Form an 

''*•' i (6 = 1,....) 

WO die Grössen § in der Umgebung von x = a abgesehen von diesem Punkte 
einwerthige und stetige analytische Functionen von x sind, S^^^^ {x) eon Nnil 
^enddeden ist 

Es gehe jetzt das Integral (20.) y^ bei einem Umgange um x = a 
über in [y^], so ist 

(25.) [^J = fy^+d^^y^+-'+ci''y^, 
wo die c^^ Constanten sind. Dass yj, nach geschehenem Umgänge diese Form 
annimmt, ergiebt sich aus dem (b—1) fachen Integrale (20.), aus welchem 

jft hervorgeht (siehe die Abhandlung des Herrn Fuchs Bd. 68 dieses Journals 
p. 363). 

Um die Constanten c^^^ zu bestimmen, hat man in folgender 
Weise zu verfahren. Wenn ein Ausdruck Y der Form (21.) durch 
einen Umgang um a übergeht in [F], so geht /Ydx, in welchem 
Integral das constante Glied in der Entwickelung annullirt wird, durch den- 
selben Umgang in einen Ausdruck über, der gleich ist /[Y]dx+c, wo in 

der Entwickelung von /[Y]dx kein constantes Glied vorkommt, c eine 

20* 
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Constante ist ; denn beide Ausdrücke haben dieselben Differentialqaotienten. 
Die Constante c wird dadurch ermittelt, dass /Ydx auf die Form (21.) ge- 
bracht, alsdann in diesem Ausdrucke der Umgang um a gemacht wird; 
das constante Glied in der Entwickelung ist dann die GrlJsse c. Nun geht 
in (20.) v^liVf, bei einem Umgange um a über in e^'>"'''>-*^*^^''V^iyj, daher 
frilg v\ dx in e^^^ ^^^-^"^^'^''jv^li v^ dx+ki^ wo &i das constante Glied in der 

Entwickelung ist, in welche die Entwickelung von fv^liV^dx bei dem- 
selben Umgange übergeht 

Dann geht vll%v^^Jy^ly^Vy,dx über in 

daher Jdxv^l-iV^^xJv^Uv^dx in 

wo h'x das constante Glied in der Entwickelung ist, in welche die Ent- 
wickelung von idxv^^vy^^^ivil^vy^dx bei demselben Umgange übergeht, 

u. s. w. Um die Constanten ft| , Ar, , etc. zu bestimmen, genügt es in den Grössen 
if in (20.) r, — r,+l Glieder zu entwickeln und die Integrationen in (20.) aus- 
zuführen. 

Dae Integral y^ (23.) gehl nun durch denselben Umgang um a über m 

(26.) M = cp>y,+ c(»>y, + ... + cP>y„ 

und die c^^^ die Constanten aus (25.) sind. 

Dieses beruht darauf, wenn ein Ausdruck Y der Form (17-), 
worin fd» nicht ganzzahlig ist, durch einen Umgang um a übergeht in 

[Y], dass alsdann /Fi/x^ bei welchem Integral das constante Glied in der Ent- 
wickelung annuUirt ist, durch denselben Umgang in einen Ausdruck über- 
geht, der gleich /[Y]dx ist, wo in der Entwickelung letzteres Integrales 

ebenfalls das constante Glied gleich Null gesetzt ist Denn beide Ausdrücke 
haben dieselben Differentialquotienten, müssen daher nach Addition einer 
(konstanten zu einem derselben einander gleich sein. Diese Constante muss 
gleich Null sein, da die Coefficienten der gleichen Potenzen des Logarith- 
mus auf beiden Seiten einander gleich sein müssen und in den Entwicke- 
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Inngen beider Ausdrücke kein constantes Glied yorkommt Nun geht 
in (230 i^i+.+«,.,e-'y. über in 6""^^>«*+- ■*--^-^'">i;:i^..+.^_, e^^ 
daher Jli^,U..^a^_^e''9y^dx in 

^-n,,„.^..+„,_,^ni I ep)^]^^ .^„^^ ^e^9 y,dx+^-+ c^^ft^i^^^.^,, e^^y, dx] • 
Femer geht 

A*'X««+^+a^l-l A'o,««+-.+«9-.iy ^Oi+-+Oy-i ^"^^Hi ^^ 

in 

über, u. 8, w. 

Werden in (26,) die Ausdrücke, die aus (24.) hervorgehen, auf beiden 
Seiten eingesetzt, so erhält man durch Gleichsetzung der Coefficienten gleich 
hoher Potenzen des Logarithmus auf beiden Seiten die Grössen l^^ (<^ = 2 . . . 9O 
Imear mit constanten Coefficienten durch diejenigen Grössen Sa^ ausgedrückt, in 
denen a<Ch ist. (S. die AbL des Herrn Fuchs, Bd. 68 dieses Journals, p. 356). 
In Bezug auf die untersuchte Gruppe von Integralen von *jv = hat man 
also folgende Resultate: 

Jedes Integral tritt zunächst unter der Form eines durch mehrfache 
Integration zu bildenden Ausdruckes (9.) auf, in welcher Form unter den 
Integralzeichen bekannte Functionen der Form (16.) stehen (19.), (20.), (23.). 

Nach geschehener Integration nimmt das Integral die Form (17.) an, 
wo der Exponent fo^b ^^ä der Exponent der höchsten Potenz von log(a?— a) 
(21.), (24.) bekannt ist. Bei einem Umgänge um x = a geht das Integral in 
eine aus den Integralen der Gruppe bestehende lineare Verbindung mit constanten 
Coefficienten über, welche Coefficienten bekannt sind (26.). Hierdurch wird 
femer bekannt der Ausdruck der Grössen 1^,« (c = 2 . . . 9^) in (24.), der durch 
eine lineare Verbindung mit constanten Coefficienten der Grössen ^^^ gebildet 
wird, in denen a<ib ist. Die Grösse 1^,^^ (24.) ist unter der Form eines 

vielfachen Integrales (9.) darstellbar, in welchem unter den Integralzeichen 
bekannte Functionen der Form (16.) stehen, die übrigen Grössen f^e {^<i(l%) 
treten unter der Form einer Summe derartiger Integrale auf Gehört die 
Gruppe der Integrale der Differentialgleichung e^'^F^ie'^y, o:) = an, so erhält 

man die Integrale unter der Form e'^y^ (b = 1...«) (21.), wo y^ Integral einer 
Differentialgleichung, die bei x=^ a nur reguläre Integrale hat. 
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Smdnun alle DifferenHalgleichungen Fa^i^^^x)^^ {jX^Q...K)9io beschauen, 

dois bei x = a die Exponentengleichung von F^^ » Wurzeln besUzt, eon denen 

keine sich von einer Wurzel der Exponentengleichung von F^ =0 (b ^ C ^ . . . Ar) 
um eine ganse Zahl unterscheidet, so erhiUt man aUe Gruppen eines Systemes 
linearunabhängiger Integrale (Abh. Bd. 74, No. 1, (5.)) unter der vorhin be- 
trachteten Form. 

Ist der Punkt ar = /~^, / = in *iyr=0 singnlär, so ist aus Formel 
(12.) zu ermitteln, ob Voraussetzungen stattfinden, die den nach (19.) ange- 
gebenen entsprechen, worauf auch bei diesem Punkte die Gruppen linearunab- 
hängiger Integrale in der vorhin angegebenen Form aufgestellt werden können. 

in. Bei Ausführung der Integrationen (9.) nach Einsetzen der 
Grössen (16.), so wie bei den Integrationen in (23.), kommen Integrale 
der Form 

(27.) fe'^Sc.ix^ar-^'dx, w = i:c^,{x-ar% 

wo r von einer ganzen Zahl verschieden ist, vor, und es fragt sich, unter 
welchen Bedingungen ein solches Integral die Form 

(28.) e-J*.(a?-ay 



ü 



annimmt, wo u die Form £k^{x—aY^ hat, b eine ganze Zahl ist, c» und 
Ab von Null verschieden sind. Aus der Gleichung 

(29.) fe^±c,{x-aY^'dx = c- J*.(a?-a)-+*+» 

folgt durch Differentiation 

(30.) e^£c,{x^ar^' = e-{-^i*,(a?-a)''+*-^*+-^ J&a(a^-ö)'^^^^^^ 

Aus dieser Gleichung folgt durch logarithmische Differentiation 

(31.) fr = tf, b = ii + l. 

Daraus ergiebt sich, dass ße'°{x-'aydx nicht unter der Form (28.) dar- 
stellbar ist Denn in der Entwickelung von e~ye"'(x— a)'^rfa: kommt das 
Glied ^ ^ , ^^ — vor, während nach (29.) und (30.) die Entwickelung die 
Form J*a(iP~a)"*^'^"^* haben müsste. Ebenso kannye'^^c.(a?-a)*'+'ite (i<ii) 
nicht die Form (28.) haben, weil das Glied ci T^^ [, l in der Entwickelung 
von e^"^ I e"" SeJ^x- aj-^^'dx vorkommt. 
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Wenn nnn ein Integral von *if = wie (23,) sich unter der Form 
(32.) {x^a)^-''ii^\l;,^,{x)+l,^,{x)\og{x-^a^^ 

darstellen lassen soll, wo c ganzzahlig ist, u gleich Null oder £k^^ {x — a)~* 

QO 

ist, die Grössen ^ die Form SCaix—af haben, so muss, wie sich ergiebt, 

wenn man (23.) und (32.) successive durch die Grössen /jl in (23.) dividirt 
und jedesmal differentiirt und zuletzt die Coef&cienten der Logarithmen auf 
beiden Seiten einander gleich setzt, u gleich tr^ sein. 
Wenn man also in Differentialgleichung 

(33.) e^F^ie-'-y, x) = y[ e«"F„,(e-*^'y;, x) = y;...6«'.F„^(e-.y;, x) = 

y^e'^ffY setzt, so ist, damit das Integral (32.) besteht, nothwendig und hin- 
reichend, dass die Differentialgleichung für F bei a? = a ein Integral der Form 

(32-.) (ar-a)''*^^|^M(^) + ?M(^)log(a:-a) + ---+C^,^(a:)(log(x--a))^I, 

besitze, wo c ganzzahlig ist, die C die Form JEc^ix—ay haben. Um dieses 

zu untersuchen, wenn sich nicht der Ausdruck 4>y durch ein solches System (19.) 
darstellen lässt, in welchem der erste Bestandtheil gleich Null gesetzt die Inte- 
grale mit dem Exponenten r^ enthält, bedarf man specieller Convergenzbetrach- 
tnngen, die sich auf die formellen Entwickelungen der regulären Integrale der 
Differentialgleichung für Y beziehen. Enthält das Integral (32.) keinen Loga- 
rithmus, so ergiebt sich fttr die Coefficienten in der formellen Entwickelung 
von ti,t{x) aus den rationalen Coefficienten der Differentialgleichung für Y 
eine Recursionsformel, die eine constante Anzahl jener Coefficienten enthält. 
Alsdann hat man eine Anzahl Coefficienten zu berechnen und zuzusehen, 
ob aus diesen und der Recursionsformel sich eine allgemeine Eigenschaft 
der Coefficienten erkennen lässt, aus welcher die Convergenz oder Divergenz 
der Entwickelung geschlossen werden kann. (Vgl. Abh. Bd. 74, No. 8.) 

IV. Hat man bei jedem singulären Punkte von *,v = ein System 
linearunabhängiger Integrale aufgestellt und verbindet man zwei solcher 
Punkte A und B durch eine sich selbst nicht schneidende Linie, welche keinen 
der anderen singulären Punkte enthält, so ist zu ermitteln, in welche 
lineare Verbindung der Integrale bei B mit constanten Coefficienten ein 
Integral bei A übergeht, wenn es auf dieser Linie zu B hingeführt wird. 

Bei der Differentialgleichung 

(34.) F^{y,x)^s, A(*,x) = 0, 
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WO F^ und f^ von der Form der Ausdrucke in (2.) sind und rationale Coef- 
ficienten enthalten, erflille ein Integral y bei A die Differentialgleichung 

(350 FJy.x) = *^. 

Geht nun «^ auf dem genannten Wege nach B Über m Sß, so muss das 
Integral y in ein solches übergehen, welches die Differentialgleichung 

(36.) FJy, X) = Ss 

erfüllt Es seien nun bei B die Integrale von (34.) y, bis y^+, und unter 
diesen y i bis y,„ die Integrale von F^ = 0. y„,^^ (a = 1 . i . «) erfülle die 
Differentialgleichung 

(37.) F^(y,a:)=«. (a = l...ii). 

Es ist dann zunächst aus /ä = der Ausdruck Sß^ der durch die Grössen 
«. dargestellt wird, zu ermitteln 

(38.) Sß = &i«i + *2«2+-+*«««, 

wo die k Constanten. Dann wird das betreffende Integral y bei B aus" 
gedrückt durch 

(39.) y = Ciyi + C2y2+"+c„.y^+*iy^+i+-- + *,y«+«, 
wo die c m neue Constanten* 

Die Constanten k bestimmt man, wenn man die Werthe von Sß 
und von s^ (a = l...it) und deren n— 1 ersten Ableitungen in einem 
Punkte C kennt Ist /*„ ein normaler Differentialausdruck, so erhält man 
aus den Reihenentwickelungen der Integrale bei einem singulären Punkte 
a die Werthe von s^ in C unter der Form einer Summe einer endlichen 
Anzahl von Summanden, die Ausdrücke der Form 

e'^c(iog(C-a))»(C-a)''lL.(C-a)« 

haben, wo e^'<^ der Werth des determinirenden Factors in C, n eine positive 
ganze Zahl und La eine rationale Function der Constanten ist, die in den 
rationalen Coef&cienten von f^, deren Nenner in Factoren aufgelöst sind, 

vorkommen. 

Ebenso sind die Constanten c zu bestimmen, wenn man in einem 
Punkte C die Werthe von y und y^ (a=l...m + ii) und den m — 1 ersten 
Ableitungen kennt Wenn in der Differentialgleichung (34.) ein System 
normaler Differentialausdrücke gleich Null gesetzt ist, so ergeben sich aus 
den Reihenentwickelungen der Integrale bei einem singulären Punkte a 
jene Werthe unter der Form einer Summe einer endlichen Anzahl von 



Thom6, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 161 

Sammanden, die die Form 

haben, wo « eine positive ganze Zahl ist, L_^ und L^ einfach oder mehr- 
fach unendliche Reihen sind, deren Elemente rationale Functionen der Con- 
stanten sind, die in den rationalen Coefficienten von F„, und ^ vorkommen. 
In der Differentialgleichung ^^ = sind bei je zwei singulären 
Punkten successive die linearen Relationen zwischen den Integralen von 
f^ = 0, /«^ = fii /a, = u. s. w. aufzustellen. 

10. 

Im Anschlüsse an die Untersuchungen in No. 7 werden nun folgende 
Sätze über einen durch ein System normaler Differentialausdrttcke darstell- 
baren Differentialausdruck entwickelt 

I. Es sei *i^r(y, ^) ein System normaler Differentialausdrticke, diese 
DifferentialausdrQcke seien in unzerlegbare Bestandtheile aufgelöst, alsdann 
seien je zwei Bestandtheile des Systemes von *^ nicht einander ähnlich 

(No. 7, m). 

Es mögen nun in dem Systeme 4^^ zwei auf einander folgende Gruppen 
von Bestandtheilen von folgender Beschaffenheit vorkommen. Die zweite 
Gruppe bestehe aus einem unzerlegbaren normalen Differentialausdrucke, 
und dasjenige System normaler DifferentialausdrQcke, welches aus den Be- 
standtheilen dieser beiden Gruppen in derselben Reihenfolge zusammenge- 
setzt ist, soll nicht durch ein solches System normaler Differentialausdrucke 
dargestellt werden können, in welchem ein Differentialausdruck, der dem in 
der zweiten Gruppe enthaltenen ähnlich ist, an der Spitze des Systemes steht. 

Alsdann kann in keiner Darstellung von 4>^ durch ein System normaler 
DifferentialausdrUcke (Vgl. No. 7, HI, c.)) dn dem Differentialausdrucke der 
zweiten Gruppe ähnlicher Bestandtheil vor allen Ausdrücken, die denen der 
ersten Gruppe ähnlich sind, stehen. 

Das System *^ bestehe zunächst aus drei Gruppen von Bestand- 
theilen. Die Bestandtheile der ersten Gruppe bilden das System F«^, die 
beiden anderen Gruppen seien durch die beiden unzerlegbaren normalen 
Differentialausdrücke /;, und f^, gebildet, so dass 

Die beiden ersten Gruppen sollen die in dem Satze vorausgesetzte Be- 
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schaffenheit haben. Wenn nun in einer Darstellung von ^^^ ein dem Diffe- 
rentialausdmcke f^^ ähnlicher an der Spitze stehen könnte, so würde das auf 
diesen Ausdruck und das System (1.) angewandte Verfahren von No. 4, I 
ergeben, wenn dabei der Satz No. 7, 11, a.) und die Voraussetzung, 
dass je zwei unzerlegbare Bestandtheile in (1.) nicht ähnlich sein sollen, 
berücksichtigt werden, dass jener Differentialausdruck auch in einer 
Darstellung des Systemes F^(jy, x) = y, /«.(yn ^) «-^ ^^r Spitze stehen könnte, 
entgegengesetzt der Voraussetzung. Es bleibt also der Fall zu untersuchen, 
wo in einer Darstellung von 0^^ ^i^ /«, ähnlicher Ausdruck an der Spitze 
steht. Alsdann ergiebt sich durch das Verfahren von No. 4, I und Satz 
No, 7, II, a.), dass das System 4>^ dargestellt werden kann durch 

(2-) Xa. (st, ^) = yi ;:•. (yi 7 ^) = »2 ;:., (^2,0?) = ^Niy, x\ 

wo Xa, ^M^d Xa, den Ausdrücken /i, bezüglich /i, ähnliche sind, x^. ^^ dem 
Systeme F^ ähnliches System ist. Wenn nun auch folgende Darstellung 
von 4>jf möglich wäre 

(3-) Xa, iy, a?) = yi V^i. (y 1 7 a?) = ya v^«. (y2 , x) = *^(y, x\ 
wo Vi, dem Ausdrucke /«, ähnlich wäre, Vo, ®ni System unzerlegbarer nor- 
maler Differentialausdrücke sein soll, von denen je einer einem Bestandtheile 
des Systemes F^ ähnlich ist und umgekehrt, so müssten nach No. 7, V 
(GL (23.) und (24.)) in der reciproken Differentialgleichung von *jy=:0, 
*jv(y^ x) = 0, die Integrale der Differentialgleichungen 

V/«,(y,a?) = 0, /a.(y,a?) = und /a.(y,a?)-0 

enthalten sein, wo tp^j Xa,i fa, bezüglich die zu v^«,) Xa^j fa, reciproken Diffe- 
rentialausdrücke sind. Diese Integrale sind unter einander linearunabhängig 
(No. 7, IV, c.) und V, a.), Schluss). Daher kann man nach No. 7, IV, a.) 
*jy(y^^) die Form geben 

(4.) v^«.(y,ic) = yi VaSyii^) = y2 5P«.(y2,a?) = *^(y,a:), 

wo y., und (p^^ den Ausdrücken Xa, bezüglich /«, ähnlich sind. Hieraus 

ergiebt sich nach No. 7, V, GL (23.), (24.), dass ^yiy, a?) = die Integrale 
einer Differentialgleichung F,^ {y,x) = enthalten müsste, wo F., , der reci- 
proke Differentialausdruck zu 9)«,, dem Ausdrucke f^, ähnlich sein müsste, 

was nach dem oben Gesagten nicht möglich ist 

Bei dem Beweise des allgemeinen Satzes ist das ursprüngliche System 
4^^ nach dem Verfahren von No. 4 umzuformen. 
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Wenn es eine der Behauptung des Satzes entgegenstehende Dar- 
stellung von <f>ff gäbe, die als zweites System bezeichnet werde, so könnte 
der erste unzerlegbare Bestandtheil derselben nicht einem Bestandtheüe aus 
der ersten der beiden in dem Satze hervorgehobenen Gruppen ähnlich sein. 
Er könnte auch nicht dem Differentialausdrucke in der zweiten Gruppe ähn- 
lich sein. Denn dann würde das Verfahren von No. 4, I und No. 7, II, a.) 
auf diesen Bestandtheil und auf die ursprüngliche Darstellung von 4»^ an- 
gewandt ergeben, dass eine Darstellung des aus jenen beiden in dem Satze 
bemerkten Gruppen zusammengesetzten Systemes besteht, welche der Vor- 
aussetzung widerspricht. Wenn nun der dem ersten Bestandtheüe des zweiten 
Systemes ähnliche Ausdruck in dem ursprünglichen Systeme vor den ge- 
nannten beiden Gruppen steht, so bleiben diese bei der Umformung des 
ursprünglichen Systemes nach No. 4, I, durch welche jener erste Bestand- 
theil des zweiten Systemes an die Spitze der Darstellung tritt, ungeändeH. 
Steht aber der dem ersten Bestandtheüe des zweiten Systemes ähnliche 
Ausdruck in dem ursprünglichen Systeme nach den genannten beiden Gruppen, 
80 komm tman bei der bezeichneten Umformung auf drei auf einander folgende 
Gruppen, von denen die beiden ersten die in dem Satze betrachteten sind, 
die dritte aus einem zu dem ersten Bestandtheile des zweiten Systemes ähn- 
lichen Differentialausdrucke besteht. Diese drei Gruppen seien die Ausdrücke 
(1.) F^^ fa, ^wid Z"^. Durch weitere Umformung des Systemes (1.) nach 
No. 4 kommt man dann auf das System (2.), worin die Gruppen Xa, ^i^d Xa, 
nach dem bei (2.) etc. Bewiesenen wieder die in dem Satze vorausgesetzte 
Eigenschaft haben. Diese beiden Gruppen bleiben bei der weiteren Um- 
formung ungeändert. 

Nachdem man nun den ersten Bestandtheil des zweiten Systemes 
durch Umformen des ursprünglichen nach No. 4 an die Spitze der Dar- 
stellung von 4>jf gebracht hat, sind auf letztere Darstellung dieselben Be- 
trachtungen anzuwenden. Indem man so fortfährt, findet man, dass eine 
der Behauptung des Satzes entgegenstehende Darstellung von 4>^ nicht be- 
stehen kann. 

n. Ein durch ein System normaler Differentialausdrücke darstell- 
barer Differentialausdruck *^ werde in folgender Weise dargestellt: 

(5-) fa,{y,^)^yii faSyii^) = y^^ ••• /■a,(yo^) = *i^(y.^X 

wo /i^ (& = . . . /) ein normaler Differentialausdruck mit dem determiniren- 

21* 
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den Factor £1^ ist, wui zwar von denjenigen normalen Differentialamdrücken, 
die an derselben Stelle mit demselben delerminirenden Factor £1^ etwa auf-- 
treten können, der eon der höchsten Ordnung. 

Es kann an derselben Stelle bei demselben determinirenden Factor 
nur ein normaler Differentialausdmck von höchster Ordnung vorhanden sein, 
wie sich aus den Sätzen No. 2, II, No. 3, I und II ergiebt. 

Ferner sollen in der Darstellung (5.) die normalen Differentialausdrucke 
mit dem determinirenden Factor 1 den anderen möglichst eorangestellt werden. 

Es ist also zuerst zuzusehen, ob der erste Bestandtheil in (5.) re- 
gulär sein kann, femer, wenn ein nichtregulärer Bestandtheil in (5.) aufge- 
nommen ist, ob auf diesen ein regulärer folgen kann. 

Eine solche Darstellung des durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbaren Differentialausdruckes 4»^ heisse eine canonischd 

Es seien nun von den unzerlegbaren Bestandtheilen des Systemes ^jf 
nicht je zwei einander ähnlich. Diese Bedingung ist jedenfalls erfüllt, so- 
bald in der canonischen Darstellung die Bestandtheile mit demselben de- 
terminirenden Factor gleich Null gesetzt Differentialgleichungen liefern, von 
denen jede einen singulären Punkt enthält, bei dem die Wurzeln der Ex- 
ponentengleichung sich untereinander und von den Wurzeln der Exponenten- 
gleichungen der übrigen Differentialgleichungen bei diesem Punkte nicht 
um ganze Zahlen unterscheiden (No. 7, I, a). Wenn alsdann in einer cano- 
nischen Darstellung von 4»^ auf einen nichtregulären Differentialausdruck 
ein regulärer folgt, so bilden die unzerlegbaren auf einander folgenden 6e- 
standtlieile des ersteren und der erste unzerlegbare Bestandtheil in dem 
letzteren in dem Systeme von *,v zwei auf einander folgende Gruppen von 
Jkstandtheilen, wie sie in Satz I dieser No. vorausgesetzt sind, was aus den 
lOigenschaften der canonischen Darstellung folgt. Bei irgend einer Um- 
formung von 4>^ ist daher Satz I in Rücksicht auf die Bestandtheile dieser 
lieldcn Gruppen anwendbar. 

Hollen nun bei einem durch ein System normaler Differentialausdrücke 
«cgcbüiien Differentialausdrucke die Darstellungen desselben durch Systeme 
homogener linearer Differentialausdrücke mit rationalen Coefificienten aufgestellt 
wordon, ho hat man von den Sätzen No. 7, HI auszugehen und die Sätze 
No. 7, VI und dieser No. I und II bei Anwendung des in der No. 5 und 
No. (l darifCHtollton Verfahrens zu berücksichtigen. 

III. I>er durch ein System normaler Differentialausdrücke ausdrück- 
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bare Differentialausdruck 4>^ sei in canonischer Form dargestellt Abdann 
sollen die normalen Differentialausdrucke näher betrachtet werden, die gleich 
NuU gesetzt Differentialgleichungen liefern, deren Integrale in 4»j^=0 ent- 
halten sind. Bei demselben determinirenden Factor kann nur ein solcher 
Differentialausdruck von höchster Ordnung vorhanden sein, und derselbe 
gleich Null gesetzt muss eine Differentialgleichung liefern, welche die 
Integrale jeder Differentialgleichung enthält, in der einer der betrachteten 
DifferentialausdrQcke mit demselben determinirenden Factor gleich Null ge- 
setzt ist (No. 2, n, No. 3, I und 11). 

In einem solchen normalen Differentialausdrucke, der von denen 
mit demselben determinirenden Factor die höchste Ordnung hat, F(y, ar), sei 
der determinirende Factor JQ^. Aus der canonischen Darstellung von *jv 
werde nun das System S{y, x) derjenigen normalen Differentialausdrttcke 
herausgenommen, die vor dem Bestandtheile mit dem determinirenden Factor 
ü^c stehen (No, 7, HI, a.)). Alsdann werden die Integrale von F = und S = 
in einer Differentialgleichung, deren Ordnung gleich der Summe der Ord- 
nungen jener ist, nach No. 7, IV, a.) und c.) vereinigt. Hieraus und aus den 
Eigenschaften der canonischen Darstellung von ^^ folgt nun: 

Die Ordnung von F kann nicht grösser sein, als die des ersten 
Bestandtheiles G in der canonischen Darstellung eon ^y, welcher denselben 
determinirenden Factor wie F enthält. Werden die regulären Differentialaus-' 
drücke in diesen beiden normalen gleich Null gesetzt, so entstehen Differential^ 
gleichungen, bei denen bei jedem Punkte die Wurzeln der Exponentengleichung 
der ersten sich eon eben so vielen Wurzeln der Exponentengleichung der zweiten 
nur um ganze Zahlen unterscheiden. Es folgt weiter (No. 7, IV , a.), c.) und lU, c.)) : 

Wenn die Differentialgleichung *^ = vollständig in solche Diffe- 
rentialgleichungen zerfallen soll (No. 7, V, 6.), in denen normale Differentialaus" 
drücke gleich Null gesetzt sind, so ergiebt sich als nothwendig und hinreichend: 

In einer canonischen Darstellung von 4>^ müssen die determinirenden 
Factoren in je zwei Bestandtheilen von einander verschieden sein und ein 
etwa vorhandener regulärer Bestandtheil darf nur zu Anfang stehen. Die 
Ordnungen der vorhin betrachteten Ausdrücke F und G müssen übereinstimmen 
und die Anzahl der Ausdrücke F muss gleich der der Bestandtheile in der cano- 
nischen Darstellung sein. 

Nachdem aus einer canonischen Darstellung von ^^f diese Eigen- 
schaften der hier betrachteten Differentialausdrttcke erkannt sind, ist nach 
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dem Verfahren No, 5 aus der Differentialgleichung *^ = zu ermitteln, ob 
solche Ausdrucke bestehen. Vereinigt man die Integrale der Differential- 
gleichungen, in welchen diese Ausdrttcke gleich Null gesetzt sind, in einer 
Differentialgleichung, deren Ordnung gleich der Summe der Ordnungen jener 
ist, ^n = (No. 7, IV, a.) und c.)) und stellt *^ unter der Form 

dar, wo tp^^^ ein homogener linearer Differentialausdmck (2V — n)^^ Ordnung, 
so erhält man eine Darstellung von *j»r, die für die Betrachtung der Inte- 
grale von *j,r = von Wichtigkeit ist (s, folgende No.). 

11. 

Es sei also jetzt die homogene lineare Differentialgleichung m^^ Ord- 
nung mit rationalen Coefißcienten 

vorgelegt. 

I. iVtffi werde untersucht, ob sich Diff'erentialgleichung F^=^0 unter 
der Form 

(2.) ^Ay,^) = s, F^_j,{s, x) =^ 

darstellen lässt, wo 0jr ^^id F^.^ Differentialausdrttcke der Form von F^ 
bezüglich iV^®' und (m— W)*«^ Ordnung mit rationalen Coef&cienten sind, ^g 
sich durch ein System normaler Differentialausdrtlcke darstellen lässt, und 
entweder m— iV = ist, oder wenn m— 2V>0 ist, unter den Integralen von 
t\ ^ = nicht mehr die Integrale einer Differentialgleichung enthalten sind, 
in welcher ein normaler Differentialausdruck gleich Null gesetzt ist. 

In der Darstellung der Differentialgleichung (1.) unter der Form (2.) 
und den angegebenen Bedingungen sind die beiden Differentialausdrttcke 
^s und F«..v nur auf eine Weise möglich (No.4). 

ZunUohst ist nun nach No. 7, I aus F^(jf, a?) = die obere Grenze 
([[V die 7aM N zu bestimmen. Alsdann ist unter Anwendung der in den 
Nn. f> und « ontwickolten Methoden die Daretellong von F„(y, x) unter der 
l'^oriii 

HtitViUNtiohon, wo /•«, oln normülor Aiwdruck Oo**' Ordnung, F„_^ ein Ansdrack 
«l«r J''oi'ni von f^ (ü- 0,1")**' Ordnung mit rationalen Coefficienten ist 
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auf ist die Darstellung von F«_ao ^^ter der Form 

(4.) /L. (jf 1 , a?) = y2 l^m-«,-«. (Sfl y X) 

aufzusuchen, wo /*«, ein normaler Ausdruck a^^ Ordnung, F^-oo-a, ein Aus- 
druck der Form von F^ (m — Oo—ai)^' Ordnung mit rationalen Coefficienten 
ist, bis schliesslich F^(y,x) unter der Form 

(50 fooiy^ x) = yi fa, {yijx)^y2... ^yi, a^) = » Pm^As, x) 

dargestellt ist, wo f^j, (* = . . . /) ein normaler DifTerentialausdruck a**®' Ord- 
nung Oo + öl H 1- 0, = iV ist Hierbei sei der Differentialausdruck 4^y (y, x) 

(6.) Uiyy x) = yi /;(yi, x) = y2...f,,{yiy x) = ^y{y, x) 
durch das System (6.) in canonischer Darstellung (No. 10, 11) gegeben. 

Bei dieser Darstellung von F^ (y, x\ wo <t^y unter canonischer Form 
gegeben wird, hat man in Bezug auf die formellen Entwickelungen , die 
nach No. 5 erforderlich sind , immer zuerst den Fall ins Auge zu fassen, 
der am Schlüsse von No. 5 betrachtet ist. Enthält F^ = einen solchen 
singulären Punkt, bei welchem entweder eine Coefficientengleichung (No. 6) 
nicht besteht, oder diejenigen, die bestehen, nur einfache Wurzeln enthalten, 
und bei welchem in der Exponentengleichung je zwei Wurzeln sich nicht 
um ganze Zahlen unterscheiden, so behält dieser Punkt nach No. 6, 1 und m 
und No. 7, 1 auch in den Differentialgleichungen F,^^ = 0, F,^^^^ = etc. diese 
Eigenschaft, und man weiss eon vom herein, dass man alle formellen Ent- 
wickelungen, die nach No. 5 gebraucht werden, bei diesem Punkte vornehmen 
kann, ohne auf unbestimmte Constanten zu stossen. (Vgl. No. 7, VI, 6.)). 

n. Hat die Differentialgleichung (1.) F^ =? die Darstellung (2.) 
*iy(y*^) = *n Pm^N{^9x) = erhalten, wo *^ durch das System (6.) ge- 
geben ist, so kann man unter Anwendung der Methode, die in No. 7, V, 6.) 
gegeben ist, zusehen, ob die Differentialgleichung F^=^0 ia zwei homogene 
lineare Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten 

*^(y,a:) = 0, V^y{y,x)=^0 
zerfiült (No. 7, V, b.)). 

lieber die verschiedenen Darstellungen des durch ein System normaler 
Differentialausdrücke (6.) gegebenen Differentialausdruckes 4»jf {y, x) siehe 

No. 10, n. 

ni. In Besiug auf die Integrale der Differentialgleichung (1.) F^ = 0, 
nachdem dieselbe unter der Form (2.), u)o 4>y durch (6.) gegeben ist, dairge^- 
stellt worden ist, werde erstens der Fall m — N^O betrachtet. 
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Bei einem nicht singulären Punkte von F^ = werde ein System 
von m linearanabhängigen Integralen dieser Differentialgleichung ent- 
wickelt , unter ^enen sich N linearunabhängige von *^ = befinden. Bei 
einem solchen Punkte ist der charakteristische Index in *j^r = und F^.^. = 
gleich Null , und der Punkt ist in *;y = entweder nicht singulär oder 
ausserwesentlich singulär. In Betreff der Entwickelungen dieser m In- 
tegrale s. No. 9 Gl. (5.), (20.), (21.) und ferner Abh. Band 81 pag. 3. 
Es seien nun von einem Integrale von F« = und seinen m—1 ersten 
Ableitungen die Werthe in dem betreffenden Punkte gegeben. Die De- 
terminante des Systemes der m linearunabhängigen Integrale in diesem 
Punkte ist endlich und von Null verschieden (s. die Abhandlung des Herrn 
Fuchs y Bd. 66 p. 128 Gl. (3.)) und in dem Ausdrucke eines Integrales von 
F^ = , welcher durch eine lineare Verbindung der m linearunabhängigen 
Integrale mit constanten Coefficienten gegeben wird, sind diese Coefficienten 
durch ein System von m linearen Gleichungen vermittelst der in dem 
Punkte gegebenen Werthe des Integrales und seiner m— 1 ersten Ablei- 
tungen eindeutig bestimmt Die Entwickelungen der m linearunabhängigen 
Integrale sind zu dem Zwecke bis zur Potenz mit dem Exponenten m— 1 
zu nehmen. Ergiebt sich nun, dass in dem Ausdrucke des betreffenden 
Integrales von F^ = durch eine lineare Verbindung der m linearunab- 
hängigen Integrale mit constanten Coefficienten nur Coefficienten der Inte- 
grale von *iv = von Null verschieden sind, so erfüllt das Integral letztere 
Differentialgleichung und ist mittels dieser weiter zu untersuchen. 

Soll ein Integral von F„. = bei einem singulären Punkte dieser 
Differentialgleichung regulär sein und ist bei diesem Punkte der charakte- 
ristische Index von F^.^ = gleich m—N, so muss das Integral die Diffe- 
rentialgleichung *iy = erfüllen (s. No. 3, I). 

In diesen beiden Fällen kommt man cUso zur weiteren Untersuchung 
eines Integrales f>on F^ = auf die Differentialgleichung 4>^ = zurück. 

Es werde zweitens der Fall m--N=0 betrachtet, oder es werden die 
Integrale der Differentialgleichung *^ = untersucht. 

Von diesen Integralen sind in iVo. 9, I bei den singulären Punkten Don 
<Py = Entwickelungen gegeben, aus denen immer die Wurzeln der zu einem 
singulären Punkte gehörenden von Herrn Fuchs als Fundamentalgleichung 
bezeichneten algebraischen Gleichung hervorgehen, wodurch in der allge- 
meinen Form, die ein System linearunabhängiger Integrale bei einem solchen 
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Fankte annimmt (s. die Abhandlang des Herrn Fuchs , Bd. 66, p. 136) , die 
Anzahl der Gruppen der Inte^ale und die Anzahl der linearunabhängigen 
Integrale, die zu einer Gruppe gehören, und die Exponenten der Potenzen in 
den Potenzreihen der Entwickelungen bis auf ganze Zahlen bekannt werden. 

Dann kann man bei den singulären Punkten nach No. 9, II im All- 
gemeinen die tu einer Gruppe gehörenden linearunabhängigfn Integrale in 
solchen Formeln aufstellen, aus denen in der Entwickelung jedes Integrales 
die höchste Potenz des Logarithmus bekannt wird, und aus denen die 
Constanten Coefficienten in der linearen Verbindung der Integrale mit con- 
stauten Coefficienten, in welche Verbindung ein Integral bei einem Um- 
gange um den singulären Punkt übergeht, bekannt werden, wodurch zugleich 
die linearen Relationen zwischen den Coefficienten der Potenzen des Lo- 
garithmus erhalten werden. 

Besonders hervorzuheben ist der FcM, wo *^ = eine solche Diffe- 
rentialgleichung ist, oder in mehrere solche zerfällt (No. 7, V, 6.)), die dadurch 
entstehen, dass normale Differentialausdrücke gleich Null gesetzt sind (in 
Betreff dieses Falles s. No. 10, III). Denn alsdann nehmen die Integrale 
die Form 6^1/ an, wo W eine rationale Function ist, U das vollständige 
Integral einer Differentialgleichung, in welcher ein regulärer Ausdruck gleich 
Null gesetzt ist. Vgl. No. 8, II. 

Es kann femer von einem Integrale von 4^^ = 0, wo 0^ durch das 
System normaler Ausdrücke fa^ (y, a?) = y i , /;, (y i , x) = ^2 . • • /«, (»o ^) darge- 
stellt ist, untersucht werden, ob dasselbe einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung niedrigerer Ordnung f^ = 0, /«^ = yi /«, = etc. genügt. 

Hier ist wie oben (m— iV>>0) der Fall zu beachten, wo bei einem nicht 
singulären Punkte der Differentialgleichung *Ar = die Werthe eines Integrales 
von *iv = und seiner iV— 1 ersten Ableitungen gegeben sind; ferner der Fall, 
wo ein Integral von *iv = bei einem singulären Punkte dieser Differen- 
tialgleichung regulär sein soll und *^ = die Darstellung 

hat, wo W^ und /a_« Systeme normaler Ausdrücke sind, und bei diesem 
Punkte der charakteristische Index von XN^n^O gleich N—n ist, so dass 
das Integral die Differentialgleichung ??;,== erfüllen muss. Ist in der 
Entwickelung eines Integrales von *Ar = unter der Form No. 9, Gl. (17.) 
der Exponent einer Potenz in den Potenzreihen bis auf eine ganze Zahl 
gegeben, so kann man nach No. 9, I das System <Py so auf die Form 
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^n (y, x)^s Xn-n {ßy x) bringen, dass !P. das System derjenigen Bestandtheile 
von 4^2i ist, welches gleich Nnll gesetzt eine Differentialgleichung liefert, 
die Integrale mit dem gegebenen Exponenten enthält 

Bei dieser Untersuchung der Integrale von 4^ir = sind die eerechiedenen 
DarsteUungeformen von ^^ durch Systeme normaler Differentialausdriicke 
zu berttcksichtigen. Besonders ist die Darstellung von 4^jf ^ni^y^)^^ 
XN'-nißy^)=-^N^9^) ZU bctrachtcn, wo die Integrale von y„ = aus den 
linearunabhängigen Integralen derjenigen Differentialgleichungen bestehen, 
in welchen normale Differentialausdriicke gleich Null gesetzt sind, und deren 
Integrale die Differentialgleichung *iv = erfüllen (s. No. 10, HI). 

Ergiebt sich aus einer Darstellung von ^jfy dass ein bei einem 
singulären Punkte von ^^^ = zu untersuchendes Integral dieser Differen- 
tialgleichung einer solchen Differentialgleichung genttgt, die aus einem 
gleich Null gesetzten Systeme normaler Ausdrücke besteht, in welchen die 
in Partialbrttche zerlegten rationalen Functionen W der determinirenden 
Factoren e^ die Summe der Glieder, in denen sie bei dem singulären Punkte 
unendlich werden. Übereinstimmend haben gleich tOy wo t0 = O ist, wenn 
W bei diesem Punkte nicht unendlich wird, so hat das Integral die Form 
e'^Uy wo u einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen 
Coefficienten genttgt, die bei diesem Punkte den charakteristischen Index 
gleich Null, demnach bei demselben Punkte nur reguläre Integrale hat 

Greifswald, den 18. November 1876. 
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üeber das Schliessungsproblem bei zwei 

Kegelschnitten. 

(Von Herrn S. Gundelfinger in Tübingen.) 



Dind die Gleichungen zweier Kegelschnitte in Dreieckscoordinaten 
/(a?i , 0^2 , iCa) = und (p{xijX2^Xi)=^0j so hängt das in der Ueberschrift an- 
gegebene Problem wesentlich ab von dem Integrale des Differentiales : 

(^•) ^= li fir ^_l, fir^f\i) \x.r? =T^ Aa^i, ^2, a?3) = 0. 

In der folgenden Note sind, nach Darlegung dieser Abhängigkeit, 
zwei Substitutionen angegeben, deren jede in einfacher Weise das Integral 

yctJ in die Grundform der elliptischen Transcendenten / , *) 

überführt. — 

Setzt man der Kürze wegen: 

(2.) {(p{xx) = \(p'{xi).Xi-\'^(p\x2).X2+^(p\Xi).Xi 

= y(xi,a^,a?3), etc., 

80 wird die Verbindungslinie zweier auf /" = gelegenen Punkte x und y 
den Kegelschnitt y = berühren, wofern: 

(3.) (p{xx)(p{yy)-(p(xy)(p(xy) = 0. 

Durch totale Differentiation dieser Gleichung folgt: 
(p{xdx)(p{yy) + (p{xx)g){ydy)-^(p{xy)(p{xdy)''(p{xy)(p{ydx) = 0, 



*) Dieses Integral, sowie die Darstellung Ton g^ und g^ durch die fundamentalen 
Invarianten der beiden Kegelschnitte bilden den Ausgangspunkt der schönen Unter- 
suchungen des Herrn Simon über die /nvartan/^relationen, die beim SchUessungs- 
Probleme sich darbieten. Man vergleiche dessen Abhandlung y^Ganzzahlige Multipli-' 
caiion der elliptischen Functionen in Verbindung mit dem Schliessungsproblem" Bd. 81 
dieses Journals S. 301 ff. Daselbst ist auch die anderweitige Literatur über diesen 
Gegenstand angegeben. Die beiden folgenden Substitutionen halte ich der Veröffent- 
lichung werth, weil sie, abgesehen vom formalen Interesse, es gestatten, die Theorie 
der elliptischen Functionen auch für die Bildung gewisser mit der Aufgabe verknüpften 
Cavarianten zu verwerthen. 
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oder im Hinblick auf (3.) und nach Division mit (p(xy): 

(f>(xdx)(f(xy)'-(f(xx)(p(ydx) _ ^(ydy)(f(xy) — q>(yy)(p(xdfi) 

(p(xx) v(sy) 

Unter Einführung willkürlicher Grössen «i, Oj, a, kann die letzte 
Gleichung auch in die Form gebracht werden: 

Man hat, um dies einzusehen, lediglich auf jeden der beiden Zähler 
in (4.) das Multiplicationstheorem der Determinanten anzuwenden und die 
Kelationen zu berücksichtigen: 

\^nxx)=^0, f(xdx) = 0, 

ir(yy) =0, nydy)^Q. 
Da jedoch 

(p[xy){2±tp'{x,)(p'{y,)f\x,)) = -ip{xx){2±^>\x,)ip' {y,)r{y,))*), 

so hat man schliesslich: 

(6.) JT+g^x^cte, ^ 2±a,y^dy^ 

f(ax)Yq>{xx) f{^y)^^{yy) 

Dabei sind die Wurzelgrössen ]/(p{xx) und }/(p(yy) nach (3.) durch die Be- 
ziehung verknüpft 

}'(pixx)}/(p{yy) = (p{xy). 

Um das hier auftretende elliptische Differential dJ (cfr. 1) auf die 
Normalform zu reduciren, erinnern wir an die Gleichung zwischen den ter- 
nären quadratischen Formen f, (p und ihren beiden fundamentalen Covarianten 
ip, £2, die aus der Zwischenfonn 

durch die Operationen abgeleitet sind: 

* TT dii-. «iB-. ' — \ c/a:. ofl;_ fix. / 



dua dxa * ""Vöa:, örr, örr^ 



^) Diese Gleichung ergiebt sich leicht, wenn man 
setzt und die evidente Gleichung 2"+ /, ar, y, = mit £+^\x^)f'(x^)f'(y^) multiplicirt. 
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Diese Gleichung nimmt unter Einführung der Bezeichnungen: 

I # 9 

^''V öx» ÖÄ' dxdl Bxdk y ~ ''^^*-" 

/aC(xA) dH(xX) dG(*i.) dH(xX) \ ^ ^, 
*^ dx ÖA 3Ä dx } ^\ 1 

die ttbersichtlicbe Gestalt an: 

(7.) ü^ = xi^^^v>H{<p, -n+Qi<p, -n •). 

Für f{xx) = ist aber: 
und daber 



oder, da nacb dem Mnltiplicationstbeorem der Determinanten und nacb (5.) 
der Zäbler des Quotienten rechter Hand gleicb ^f{ttx){(pdtf>—y/d^): 

(8.) dJ=-j=M==^, , = -^. 

Man kann das Integral von dJ nocb in anderer Weise auf die Nor- 
malform zurttckfUbren, indem man die Substitution anwendet: 

(9.) A^ = -#^ 

und dabei unter a^ o^, «3 die Coordinaten irgend eines der Schnittpunkte 
von f=0 mit 9) = versteht. Nimmt man für die völlig willktlrlichen 
Grössen a, in dJ die Werthe an 

4ai = fW ip\a,) - A«3) y '(o,) . . . 4 «3 = ^ («i) V '(«2) - ^ (a.) y '(o,) , 

setzt also die a, den a, proportional, so wird das Product aus den Glei- 
chungen der drei Geraden, welche den Schnittpunkt «i, «27 03 mit den drei 
übrigen verbinden, nach einer von Joachimsthal gelehrten Methode von der 
Form : 

f{ax)(p{xx)-'f{xx)(p{ax) = 0. 



*) Ueber diese Formel und die geometrische Bedeutung von tp vergl. man: Zeit- 
schrift für Math, und Physik, 20. Jahrgang pp. 153 — 159. 
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Dieselben drei Geraden können aber anch als die Tangenten des Punktes 
{ai(h(h) &n die drei Geradenpaare des Büschels xf+lq>=^0 betrachtet and 
somit analytisch repräsentirt werden durch: 

G{(p{ax\ -fiax)) = 0. 

Die Vergleichung der beiden letzten Relationen lehrt, dass eine 
Identität der Gestalt besteht: 

f{ctx).(f{ax)g>{xx\ '-f{xx)(p{ax)) = M.f{ax).0{g>{ax\ — A^^))? 

worin M offenbar eine rein numerische Constante und an irgend einem 
speciellen Beispiele gleich Eins gefunden wird. Mit Rttcksicht auf die letzte 
Identität und diese andere: 

2±aiX2dXi = f{ax)dq>(jax) — q>(ax)df(ax) 

erhält man demnach unter Vermittelung von (9.) wegen f{x x) =^0: 

AJ^ f(fl^)^V(ß^) — q>(ax)df(ax) _ dfi 

iKax).G{q>iax), -f{ax)) " ]fGÖ^i) ' 

eine Darstellung von dJ, welche sofort durch eine bekannte elementare 
Transformation in die Gestalt (8.) ttbergeftthrt werden kann. 

Die beiden hier mitgetheilten Reductionen sind in gewissem Sinne die 
Analoga zu denjenigen, welche die Herren Aronhold und Brioschi für das 
bei den Curven dritter Ordnung auffcretende Integral erster Gattung kennen 
gelehrt haben. 

Tübingen, Ende Januar 1877. 
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Zur Theorie der elliptischen Functionen. 

(Von den Herren Frobenius und Stickelberger in ZUrieb.) 



Uie merkwürdige Formel, welche Herr Hermite in einer kürzlich 
erschienenen Notiz über elliptische Functionen mitgetheilt hat (dieses Journal 
Bd. 82, S. 343), veranlasst uns, auf den Zusammenhang zwischen einigen 
verwandten Formeln hinzuweisen. Um von der allgemeinen Gleichung, 
von der wir ausgehen, zu der specielleren des Herrn Hermite un^ von da 
zu der noch specielleren zu gelangen, welche Herr Kiepert *) seiner Lösung 
des Multiplicationsproblems zu Grunde gelegt hat, bedienen wir uns eines 
Grenzüberganges, den wir zunächst allgemein darstellen wollen. 

Seien 

n+1 nach ganzen positiven Potenzen von u geordnete convergente 
Reihen und 

irgend welche Werthe innerhalb ihres gemeinsamen Convergenzbereiches. 
Dann kann die Determinante (ii+l)*«^ Grades 

\fa(Uß)\ = F(flü, «1, ... Ilj 

in eine nach Potenzen von tio, Hi, ... ti» fortschreitende convergente Reihe 
entwickelt und diese als altemirende Function auf die Form 

gebracht werden, wo die symmetrische Function G ebenfalls eine nach 
ponttDen Potenzen von t«,j, tii, ... u^ fortschreitende convergente Reihe ist 
(In dem Differenzenproducte sollen hier und im Folgenden a und ß die 
Paare der Zahlen 0, 1, ... n so durchlaufen, dass a>ß ist) Dann lässt 
sich der Werth, den die Function <ir(f<o, Hi, ... «J annimmt, wenn die 

*) Kiepert, Wirkliche Ausführung der ganzzahligen Multiplication der elliptischen 
Functionen, dieses Journal Bd. 76, S. 21. Daselbst findet man die Definition der 
Functionen a(ti) und p(u), welche Herr Weierstrass in die Theorie der elliptischen 
Functionen eingeführt hat, sowie eine kurze Zusammenstellung ihrer wichtigsten Eigen- 
schafken. Betrefifs der Formeln und Sfttze aus dieser Theorie die wir im Folgenden 
gebrauchen werden, verweisen wir daher auf jene Abhandlung. 
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n+1 Variabein alle gleich u gesetzt werden, leicht in Form einer Deter- 
minante angeben. Setzt man der Einfachheit halber, unter h eine kleine 
Grösse verstehend, 

Uß==u+ßh, (/? = 0, 1,...«) 

und bedient man sich der Bezeichnung 

80 ist nach einem bekannten Determinantensatze 

und folglich 



G = 



i 



hß 



(1.) lim 



Daraus erhält man, indem man h sich der Grenze nähern lässt, 
die gesuchte Kelation 

n(u„-uß) n(a—ß) 

Auf der linken Seite sollen hier erst, nachdem der Quotient in 
eine nach positiven Potenzen von t«,,, u^ ... u^ fortschreitende Reihe ent- 
wickelt ist, die Argumente alle gleich u gesetzt werden. 

Ein ähnliches Verfahren wenden wir jetzt auf die Determinante 



L^\n''(»)\' 



R = 



1 

1 V'(«« + <'u) 



... 



. • 



V(««+«'«) 
V («- + »«) 



an, wo 



V(«) = li^ 



du 

ist. Die Differenz rp{u+f>)—rp{u) ist eine doppelt periodische Function von n. 
Indem man daher die Elemente der ersten Zeile von R, mit V^(tiu) mul- 
tiplicirt, von denen der zweiten Zeile subtrahirt, erkennt man, dass diese 
Determinante eine doppelt periodische Function von u^t ist. Da sich der 
nämliche Schluss auf die übrigen in R eingehenden Variabein anwenden 
läSHt, 80 hat also diese Function von 2n+2 Argumenten die merkwürdige 
Eigenscliaft in Bezug auf jedes derselben doppelt periodisch zu sein. 

Die Function xp (ii) wird nur flir m = (und die congruenten Werthe) 
unendlich, und ihre Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von u be- 
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1 



ginnt mit — Als Function von i«,, betrachtet, wird daher Ä nur für die 
«+1 Werthe 



Hj=-«,„ — «1 



• • • 



— f>. 



nnd die congruenten unendlich gross von der ersten Ordnung. Dagegen 
verschwindet R offenbar für 

ff) = tii, • • • u^. 
Nun wird aber eine elliptische Function *) für eben so viele Werthe 
Null wie unendlich, und es ist (nach dem ^66/schen Theorem) die Summe 
der Werthe, für welche sie verschwindet, der Summe der Werthe, für welche 
sie unendlich wird, congruent {Briot et Bouquety Fonctions elliptiques, 
n. ^d., p. 241, Th^or. ÜI; p. 242, Th^or. V. Kiepert, 1. c. S. 24 u. 25.) 
Folglich muss R noch für einen («4-1)^° Werth von tf) verschwinden, der 
aus der Gleichung 

ZU berechnen ist. Nach einem bekannten Satze {Briot et Bouquel, p. 242, 
Th^or. IV; p. 243, Th^or. VI. Kiepert y 1. c.) ist daher jene Determinante 
bis auf einen von Uo unabhängigen Factor gleich 

Untersucht man in ähnlicher Weise ihre Abhängigkeit von den übrigen 
2 II + 1 Argumenten, so ergiebt sich **) bis auf einen constanten Factor 

1 

1 ^'(«*o + «o) 



(2.) 



... 






... 



. . 



<f(u 


1 


a'(u 


• 

. + ».) 


a(«, 


. + »«) 



Im Neuner der rechten Seite ist das Product auf alle Paare der Zahlen 
von bis n zu erstrecken, im Zähler nur auf solche, für welche a > /? ist. 



^) Elliptische Function nennen wir nach Herrn Weierstrass jede doppelt periodische 
Function, welche im Endlichen überall den Charakter einer rationalen hat, o. h. in der 
Umgebung jedes endlichen Werthes a in eine nach ganzen Potenzen von ti— a geh 
ordnete convergente Reihe entwickelt werden kann, die negative Potenzen nur in end- 
licher Anzahl enthält. 

**) Für n = 1 stimmt diese Formel im wesentlichen mit derjenigen ttberein, welche 
Jacobi im 15. Bande dieses Journals (S. 204, 13) angegeben hat. 
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Dass der constante Factor in der Gleichung (2.) richtig angegeben 
ist , sieht man ohne weiteres fttr n = , und allgemein leicht durch den 
Schluss von n auf n+i. Multiplicirt man nämlich auf der linken Seite 
die Elemente der letzten Zeile mit u^+v^ und setzt dann «^ = — i?,, so ver- 
schwinden sie mit Ausnahme des letzten, welches gleich 1 wird. Daher 
geht A in die analog aus den n Argumentenpaaren tf), e^, ... ti^^, «..^ 
gebildete Determinante Über. In dem Ausdrucke auf der rechten Seite der 
Gleichung (1.) ist für ti, = — r, 

lim ;;^V'\ = 1, 

Derselbe geht also ebenfalls in die analog aus den n Argumentenpaaren 
tiü, ro, ... w»«i, f>n^i gebildete Function über. 
In der Gleichung (2.) setzen wir jetzt 

Vß = ßh (/3 = 0,l,...n) 

und formen ihre linke Seite nach der schon oben angewendeten Methode 
in eine Determinante um, deren (a + 2)^o Zeile die Elemente 

enthält Da bei dieser Transformation die Elemente der ersten Zeile 

0, 1, 0, 0, ... 

werden, so reducirt sich die linke Seite auf eine Determinante (ii + l)*®» 
Grades, die wir in leicht verständlicher Weise mit 

bezeichnen. Folglich ist 



1, 



h' 



... 



_ <y(^> + PoH \-^n + ^n)na(Ua — Uß) jj ü(Va^tß) 

na(ua+Vß) h ' 

also, wenn h sich der Grenze Null nähert, 

II tü'{n >i tD"(n ^ 1//-)/^« M - ^("o + '" + '^)^^(^«-^^)fl(«-/^ 

\h W\^ah r \^ah • • • W \^a)\ — (JI(y(tla))"+^ ' 

Setzt man nach Herrn Weierstrass 
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80 lautet diese Fonnel 

1 F(«b) pX«o) ... p''-'\«o)\ 



(3.) 



1 FC«i) PXu,) . . . j?<"-*>(«i) ^ (-iyn(a -ß)a(u, + ... + ti.) JIg(ii. - Uß) 
(/7a («.))•+' 

1 K««) «»'(««) • • • P^"-' V.) 

Dies ist im wesentliclien die voii Herrn Hermite in dem oben citirten 
Schreiben angegebene Gleichong. Anf dieselbe wenden wir jetzt noch 
einmal den im Eingang auseinandergesetzten Grenzübergang an, indem wir 
in der Formel (1.) 

M«) = l, /i(i.) = p(«), ... U«) = p^'-'^u) 

wählen. Dann verschwinden in der Determinante |/^(«f)| die Elemente 
der ersten Colonne mit Ausnahme des ersten, und sie reducirt sich auf eine 
Determinante »^» Grades. Man gelangt daher zu der Formel des Herrn 
Kiepert (1. c. S. 31, Formel (29«.)) 

p'(u) p"(u) . . . ^W(„) 



(4) 



j?"(«) ^"'(«) 



• • • 



• • • 



!,(-+»(«) 



^(-)(«) pi"+»(ii) ... p('-»(«) 
Zürich, den 10. März 1877. 



_ (-l)"(JI(a-/y))'ff ((«+!)«) 

(7(u)(«4-l)("+«) 
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Ueber das grösste Tetraeder mit Flächen von 

gegebenen Inhalten. 

(Von Herrn Mertens in Erakaa.) 



JJen Zweck der folgenden Zeilen bilden einige vervoUatändigende 
Bemerkungen über die Loffrange^ehe *) Bestimmung des grössteu Tetraeders^ 
dessen Flächen gegebene Inhalte haben sollen. 

Es seien A, B, C, /) die für die Inhalte der Flächen vorgeschriebenen 
Werthe, von welchen selbstverständlich vorausgesetzt wird, dass sie die fttr 
die Realisirbarkeit eines Tetraeders nothwendige Bedingung 

P = i-A+B+C+D){A-'B+C+D)iA+B''C+D){A+B+C--D):>0 

erfüllen; es seien femer p, q, r die Kanten des gesuchten Tetraeders, in 

welchen sich die Flächen B und C, C und A, A und B beziehungsweise 

sehneiden, a, b, e die Winkel zwischen den Kanten q und r, r und p, p 

und ^, ?, ^, ? die Cosinus der Flächenwinkel zwischen den Flächen B 

und C^ C und A^ A und B, 91 der Rauminhalt und zur Abkürzung 

l—cos^a— 008^6— co8^c+2co8acos6co8c = S, 

A^+B'+C-D^ = 2g, 

(s+A'){s+B'){s+C^ = fs. 

Man hat dann die Gleichungen 

3631^ = p^q'r'S, 

8ABC 



2 2 7 

p^q*r = 



ainasinisinc ' 



^■^•^ A^ B"^ C "" ABC ' 

und da aus der sphärischen Trigonometrie die Formel 

S" = sin'a8in'6sin'c(l-^-i?'-r-2^i70 
bekannt ist, so ergiebt sich 



*) Solutions analytiques de quelques problSmes sur les pyramides triangolaires. 
Vergl. Borckardt Berl. Acad. 1865 und 1866, Lebesgue Comptes rendus t 66, Kronecker 
und Borckardt Berl. Monatsberichte 1872; BcUtzer Determ. 4. Aufl. 
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Die Gleichungen (1.) und (2.) sind, abgesehen von der Bezeichnung, 
dieselben, von welchen Lagrange ausgeht, und führen die Aufgabe darauf 
zurttck, das Maximum des Ausdrucks 

der drei Veränderlichen ^, 17, ^ unter der Bedingung (1.) zu bestimmen. 
Zu diesem Ende hat man 

A ^ B ^ C ' 

aus welchen Gleichungen 

(3.) ^(?+i?D = Biji+i;^ = C(S+?i?) 
folgt Setzt man den gemeinschaftlichen Werth dieser drei Ausdrucke 

siuasinbsinc ' 

80 ergiebt sich 

cota = — , cot6 = -g-, cotc = -^, 

(4.^ ( cosa =- , , coso = -— , , cosc = — , , 

Sing = -7 . , 81110 = —7 . . . 8me=3 



£ _ coaa — coaftcoBc _ lyT** <^ 

* sin b sine ~ BC(}*^A*) BC ' 

^E \ j ^ cosfc — coaccosa _ t}/ft* l^ 



S = 



COS c— cosa COS 



b ^ tjf? t^ 



sinasinfc AB(f'\-(?) AB 

und mit Hülfe dieser in die Gleichung (1.) einzusetzenden Werthe zur Be- 
stimmung von t die Gleichung 

(6.) tfe = (^+30»^^ 
oder, 

(7.) eifty^ig+dpfff = F(0 

gesetzt, in rationaler Form 

(8.) Ff^ = 3/)'f+... = 0. 
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Um diese Gleichung, welche in Bezug auf t'^ vom vierten Grade ist, 
hinsichtlich ihrer Wurzeln näher zu untersuchen, seien w'y w" die beiden 
Wurzeln der Gleichung 

f's = 0, 
von denen die (algebraisch) kleinere tv" zwischen den Grenzen --A^ und 
— JB% die grössere w' zwischen den Grenzen — J?^ und — C^ liegt, wenn 
-4 > JB > C angenommen wird. Alsdann sind, wie aus (7.) hervorgeht, die 
Vorzeichen der Resultate 

F(~oc), F(ir"), F(ir'), Fi^CT), F(0), F(oo) 
beziehungsweise 

Die Gleichung (8.) hat also drei negative und eine positive Wurzel. Hin- 
sichtlich dieser letzteren, welche hier allein in Betracht kommt, da die 
negativen Wurzeln fllr t einen imaginären Werth ergeben, ist noch zu be- 
merken, dass dieselbe in dem Falle, wo g negativ ist, <C— ig^ sein muss, 
weil 

K-l) = -KK-f)) >o 

ist, und dass dieselbe in dem Grenzfalle g ==0 verschwindet 

Versteht man nun unter f die positive Wurzel der Gleichung (8.), 

so lässt sich zeigen, dass derselben immer ein reales Tetraeder entspricht 

und dass dasselbe ein Maximum ist. 

Da man in den Gleichungen (4.) und (5.) die Quadratwurzeln positiv 

zu nehmen hat, so ist zunächst auf Grund der Gleichung (6.) das Zeichen 

von t so zu bestimmen, dass t{g+Sf) positiv ausfUllt, also, weil nach der 

obigen Bemerkung g+Sf immer dasselbe Zeichen wie ^ hat, t mit dem 

Zeichen von g zu nehmen. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass sich aus den in 

(4.) und (5.) gefundenen Winkeln eine dreiseitige Ecke bilden lasse, ist 

S>0. 

Nun wird durch Einsetzung der Werthe (4.) 
und mit Hülfe der Gleichung (6.) 
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Mnltiplicirt man beide Seiten mitff + t{g + f)\^^ so ergiebt sich nach 
entsprechender Entwickelung 

wo 

Q = -A*-B*-C*-D*+2ß'C'+2C'A' + 2A'B' + 2A'D^+2B'D^^2CD' 
ist und leicht in die Form 

P-8ABCD 

gesetzt werden kann, so dass die rechte Seite der Gleichung (9.) 

= {Df-ABCy^iPe 
wird. Hiemach wird also 

nnd in diesem Bruche sind Zähler und Nenner positiv, da 

tig+f) = it(s+Se) + itg 
positiv ist 

Schneidet man nun auf den Kanten der genannten Ecke die Längen 

j,^^~ML n^]l'WL r^^'WL 

ab nnd verbindet deren Endpunkte, so hat das entstandene Tetraeder anf 
Ghroid der Gleichungen (5.) und (1.) Flächen mit den gewünschten Inhalten» 
Dass in der That ein Maximum vorliegt, folgt aus der Formel 

welche sich unter Berücksichtigung der Gleichungen (1.), (3.) unmittelbar 
ergiebt, und aus dem Umstände, dass die Form 

a?'+»'+»'+2fy« + 2ijÄa?+2^a?y 
eine positive forma definita ist; dieselbe drückt nämlich in einem Coordi- 
natensystem, dessen Axen mit einander Winkel mit den Cosinus ^y ri, ^ 
bilden, das Quadrat der Entfernung des Punktes x, y, z vom Anfangs- 
punkte aus. 

Krakau, den 20. November 1876. 
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lieber einen das elastische Gleichgewicht 

betreffenden Satz. 

(Von Herrn H. Aron.) 



etc. 



J ür das Gleichgewicht freier homogener isotroper elastischer Körper 
bestehen drei Gleichungen für das Innere und drei Gleichungen für die Ober- 
fläche, von welchen je eine als Repräsentantin angeführt werden möge: 

(2.) X^ = X^ cos (ii, x) + Xj, cos (ii, y) + X, cos («, ä), etc. 

Hier haben die sechs elastischen Spannungen X^ etc. nach der Khrchhoß^chen 
Bezeichnung die folgenden Werthe, von welchen ebenfalls nur zwei als 
Repräsentanten angeführt werden sollen: 

(3.) jr. = 2K(|:-+<-^+*+^)), 

(4.) y. = Z, = Jf(-|-+ ^), etc. 

Setzt man hierin 

Ku=U, Kf>=:^V, Kw^W, 

so werden die elastischen Spaimungen X^...Y^^Zy... Ausdrücke in Uy Vy 
Wy welche nur von und nicht von K abhangen. Setzt man diese Aus- 
diUcke für Xj,...Y, = Zy... in die Gleichungen (1.), (2.) ein, so werden 
dieselben Differentialgleichungen für U, V, Wy welche K nicht enthalten. 
Daher sind U, Vy W und X^... F. = Z^... von K unabhängig. Man hat also 
den Satz: In edlen Aufgaben des elektischen Gleiehgewiehts freier homogener 
isotroper Körper sind die Spannkräfte nur eon der einen Constante der 
Elastidtät abhängig. Die zweite Constante K tritt erst für die Verschiebungen 

auf, welche -^ proportional sind. Dasselbe gilt, wenn der Körper nicht 

frei ist, sondern an beliebigen Stellen befestigt ist oder fest aufliegt, weil 
die Bedingungsgleichungeu dafür, mUyVyW umgeformt, K nicht enthalten« 

Berlin, im März 1877. 
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üeber ein Princip zur Darstellung des Verhaltens 
mehrdeutiger Functionen einer complexen Variablen, 
insbesondere der Integrale linearer Differentialglei- 
chungen in der Umgebung singulärer Punkte. 

(Von Herrn Hamburger.) 



his sei eine mehrdeutige Function f{x) Überall in der a?- Ebene mit 
Ausnahme gewisser singulärer Punkte (Verzweigungs- und Unstetigkeits- 
punkte) endlich und stetig und in allen Gebieten, die keinen singulären 
Punkt einschliessen, eindeutig; dann giebt es für jeden nicht singulären 
Punkt Xt) eine innerhalb seiner Umgebung convergente nach ganzen positiven 
Potenzen von x—Xti fortschreitende Entwickelung von f{x). Ist eine solche 
Entwickelung gegeben, oder, was bei den hier gemachten Voraussetzungen 
dasselbe ist, sind die Werthe der Function f{x) nebst allen ihren Ableitungen 
bis ins Unendliche in einem Punkte Xu bekannt, so kann man durch eine 
Reihenfolge von Entwickelungen, die innerhalb einzelner Abschnitte gültig 
sind, den Werth der Function in einem beliebigen Endpunkte Xi , der eben- 
falls nicht Singular ist, eindeutig bestimmen, wenn der durch keinen singu- 
lären Punkt von x^ zu a:, führende Weg in der a:- Ebene vorgeschrieben 
ist. Herr Fuchs*) hat neuerdings eine allgemeine Methode angegeben, diese 
Fortsetzung der Function von Xi^ zu x^ zu bewirken, ohne dass man nöthig 
hat, die Functionswerthe für die Zwischenpunkte zu berechnen, falls nur 
das Verhalten der Function in der Umgebung der singulären Punkte be- 
kannt ist. Wir beabsichtigen, im Folgenden zu zeigen, dass auch das Ver- 
halten der Function in der Umgebung der singulären Punkte stets ermittelt 
werden kann, falls 

1) die Lage der singulären Punkte selbst in der a:-Ebene bekannt ist, 

2) die Werthe der Function und aller ihrer Ableitungen in einem 
Punkte der Umgebung des jedesmal betrachteten singulären Punktes ge- 
geben sind. 

Beide Voraussetzungen sind erfüllt bei den Functionen, die durch 

*) Dieses Journal Bd. 75, p. 177 ff. 
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lineare Differentialgleichungen beliebiger Ordnung definirt sind, deren 
Coefficienten ein- oder mehrdeutige Functionen von x sind, und zwar sind 
die singulären Punkte der Integralfunctionen ausser dem Unendlichkeits- 
punkte die Unstetigkeits- und Verzweigungspunkte der Coeflcienten d«r 
Di^renti^lgl^^^^^^? wenn der höchste Differeutialquotient die Einheit zum 
Coefficienten hat 

Dagegen ist bei den Functionen, welche Differentialgleichungen 
von höherem als dem ersten Grade geniigen, zwar die zweite Voraus- 
setzung erfüllt, nicht aber die erste, da die Lage der singulären Punkte 
von den in den allgemeinen Integralen enthaltenen Constanten in einer uns 
a priori nicht bekannten Weise abhängt Giebt nämlich n die Ordnung 
der Differentialgleichung an, und wählen wir in einem Punkte x^^ der im 
Allgemeinen beliebig sein kann , die Anfangswerthe der Function y , und 
ihrer it — 1 ersten Ableitungen beliebig, jedoch so, dass alle folgenden Ab- 
leitungen aus der gegebenen Differentialgleichung sich in endlichen Werthen 
bestimmen, so hängt die Lage der siiigulären Punkte in der x- Ebene we- 
nigstens zu einem Theile von den gewählten Anfangs werthen selbst ab, 
daher denn auch der Convergenzbereich der in der Umgebung von a^ 
gültigen Entwickelung von den angenommenen Anfangswerthen abhängig ist 

So sind z. R für die durch die Gleichung -^ = V^ (l + — ) definirte 

Function y ausser dem Punkte x = die Wurzeln der Gleichung 

a?-t-loga?= IH — singulare Werthe, wenn a; = l, y = a als entsprechende 

Anfangswerthe genommen werden, denn das Integral ist alsdann 

1 

y = — 1 

IH a?— log« 

a 

Kbonso giebt die Gleichung -^ = »^+1 "^* ^^^ Bestimmung, dass für 
iP - : y =» a = tga sei, für die Function y als singulare Punkte x = — ^^ n-^a 

{n eine beliebige ganze Zahl), denn das Integral lautet unter dieser An- 
fannnbedlngung y = tg(ir+o), 

§.1. 
Indem wir nun die Voraussetzung machen, dass die Lage der singu- 
lären Punkte in der a?-fibene für die mehrdeutige Function y^f{x) be- 
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kannt sei, möge der Nullpunkt als einer derselben angenommen werden. 
Die ttbrigen singulären Punkte im Endlichen seien bezeichnet durch 

mit der Bestimmung, dass, wenn ci<iß, ffa^Qß i^ luid die (p zwischen 
den Grenzen und 2n angenommen sind, x^ sei ein Punkt in der Um- 
gebung des Nullpunktes und zwar gelte für den absoluten Betrag des 
Werthes x^^ den wir nach Herrn Weierslrass mit |X(){ bezeichnen, die Be- 
dingung 

0<|a^ <el6-'^ 



Die Werthe der Function y nebst ihren sämmtlichen Ableitungen in inf. 
für 0? = 0^0 nehmen wir als gegeben an. 

Wir führen nunmehr die Substitution x=^e* ein; dann entspricht 
jedem Punkte der «- Ebene ein einziger Punkt der o?- Ebene, jedem Punkte 
der letzteren aber entspricht in der s- Ebene eine unendliche Schaar von 
Punkten, welche, in einer zur imaginären Axe in der «- Ebene parallelen 
Geraden liegend, um die constante Strecke 27t von einander entfernt sind. 

Bedeuten ai...a^ die reellen Werthe beziehlich von log (>i • . . log (>« , 
dann ist 

a. = 0, je nachdem p« ^ 1 und 

^a ^ (^ßy wenn a<^ß. 

Legt man nun durch die auf der reellen Axe der «- Ebene liegenden, in 
der Richtung von der negativen nach der positiven Seite auf einander folgenden 
Punkte Oi...a„, zur imaginären Axe parallele Gerade, welche mit Ai...A^ 
bezeichnet sein mögen, so enthalten diese Geraden alle singulären Punkte 
für y als Function von s betrachtet, und zwar sind die auf Aa befindlichen 
repräsentirt durch 

« = (Ja + (Pai + 2X7li, 

WO X jede positive oder negative ganze Zahl vorstellt. Fallen in ^4^ 
mehrere Grade* etwa l zusammen, was eintritt, wenn p„ = Qa+i = ••• = pa+x-i? 
also a„ = a„+i = ... = ö„^;_, ist, dann befinden sich l Schaaren von singu- 
lären Punkten auf A„ dargestellt durch 

abgesehen von hinzuzufügenden ganzen Vielfachen von 2ni. 

In allen übrigen Punkten der 2- Ebene ausser den genannten und 
dem Unendlichkeitspunkte ist y endlich und stetig. 

24* 
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Es sei nun s,, ein Punkt der a- Ebene aus der Pnnktreihe, welche 
dem Punkte Xt, der a^-Ebene entspricht, so dass ^ = e^; alsdann wird, da 
1 ^ I <r Pi«""'" vorausgesetzt ist, der reelle Theil der Grösse äo, deren ver- 
schiedene Werthe sich nur um ganze Vielfache von 2 m unterscheiden^ 
kleiner sein als ai — 2n. Sein Werth sei aj — 2n— «, wo € eine positive 
Grösse bedeutet Die der imaginären Axe der s-Ebene parallele Gerade, 
welche alle Xo entsprechenden Punkte enthält, liegt mithin auf der nega- 
tiven Seite der Geraden Ai und ist von ihr um eine Strecke entfernt, deren 
Betrag grösser als 2n ist Ein Kreis um den Punkt x^ mit einem Radius 
R^2n + & beschrieben, wo & positiv und beliebig wenig kleiner als e ist, 
schneidet demnach keine der Geraden A und schliesst folglich auch keinen 
der singulären Punkte der Js-Ebene ein. 

Die Function y^f{e^) lässt sich daher in eine nach ganzen posi- 
tiven Potenzen von z—z^ fortschreitende Reihe entwickeln, die innerhalb 
des Kreises R^ also auch noch ftir2-~J5u=27rs convergirt Die Coefificienten 
der Potenzen von s— jbu ^d aus den Grössen 

welche die als bekannt angenommenen Werthe der Grössen 



dy d'y 



u. s. f. 



^^ "^ dx' dx* 

ftir x^x^^ bezeichnen, durch Multiplication mit Zahlencoefficienten und 
Addition zusammengesetzt Denn es ist*) 

WO f^'^e') die **• Ableitung von f nach e' genommen bedeutet, und 

wenn •/jj*' - (x+l)**— X*' und J'x"" die x^^ Differenz von x"" mit dem Incre- 
mcnt KliiH büzeichnet Folglich 

*) Iiopp0j Thcorio dor höheren Differentialquotienten. Leipzig 1845. ScUömilch, 
<!oiiipeiidluni uer höheren Analysis II, p. 5. 

**) DIo OrOisen El können übrigens auch durch die Identität definirt werden: 
, .,. r(r-l)...(r-.v+0 «. r(r^i) ...(r^v + 2) g. Kr-<) . ^^^ 
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(S)„.= (^-'^..«.(11 



• V dx /" . . , ^ X • N dx^ /o 



+ (^X")^,, Tö + • • • + (^"2?")*=" 



wobei wir bemerken, dass der erste und letzte Zahlencoef&cient gleich Eins 
ist Die Coefficienten der Reihe 

WO \-j~-\ den Werth von -^ für a = «o bezeichnet, sind sonach als ge- 
geben anzusehen. 

Die Gültigkeit der Reihe (1.) erstreckt sich nach dem Obigen noch 
bis zu dem Werthe a = ä,j + 2 ti i. Nun entspricht jedem im Endlichen ver- 
bleibenden Wege in der Ä-Ebene, der von «o zu dem Punkte «,,+ 2 tii führt, 
ohne die Gerade Ai , also auch ohne irgend eine der Geraden A überhaupt 
zu schneiden, ein Weg in der «-Ebene, der von o^j ausgehend nach einem 
positiven Umlaufe um den Nullpunkt zu o?,, zurückführt, ohne einen der 
übrigen singulären Punkte der x-Ebene einzuschliessen, wobei dem geraden 
Wege von «„ nach Äo+27if ein Kreisumlauf mit dem Radius \x^^\ in der 
a:-Ebene entspricht. 

Die Reihe (2.) giebt daher für « = «„ + 2711 denjenigen Werth, den 
y im Punkte a?ü nach einem einmaligen, keinen der übrigen singulären Punkte 
einschliessenden positiven Umlauf um den Nullpunkt der a:-Ebene annimmt. 

Bezeichnet man diesen Werth zum Unterschiede von dem Anfangs- 

werthe y^ mit yuj so erhält man 

(3.) yo -^^yä^X—^i — 

Da femer die aus (2.) durch wiederholte totale Differentiationen nach 
« entstehenden Reihen in demselben Bereiche wie die ursprüngliche Reihe 
gültig sind, so erhält man durch die Substitution «-«o = 27if in dieselben 
ebenso : 



(A^ (J:y\ _«-y? / d'-^^y N (2^0' ( d^'y \ _»y / d'^-y \ (2niy 

^^•^ V dz h " ,-5A rfa*+' /" x! ' • • • V da« /o - ^-f^V dax+»i Ja x! ' ' ' * 

Durch die Kenntniss der Werthe der sämmtlichen Ableitungen nach 
erfolgtem Umlauf von x ist auch die durch den Umlauf veränderte Function y, 
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die wir mit y bezeichnen wollen, gegeben. Man erhält UbrigenB auch 
unmittelbar aus (2.) 

(5.) ', = »..+(:^X(»-'-+2"0+(^), /'-;+""'' + '^■' 

welche Reihe nach dem Vorigen convergirt, wenn |Ä--»o+27r«j<<27i-f€, 
also auch, da [ä— Äo+2^»|^|a— «o| + 27i, wenn |ä — a(i|<l€ ist. Durch 
successive Differentiation dieser Reihe und Substituirung von z = Zo in die 
abgeleiteten Reihen würde man die obigen Ausdrücke für 



\ dz /o' ^ dz' /»' • • • 

wieder erhalten. 

Ist die Lage des Punktes Xo so angenommen, dass £ ;> 2 ti und zwar 
« = 2(,u — 1)71+«' (4'<C27i), so könnte man unmittelbar die Aenderung 
der Function y nach ^ Umläufen erhalten; man brauchte hierzu nur 
in (ö.) flir 2ni überall 2fini einzusetzen. Dies ist jedoch von keinem 
Belang, da man, sobald einmal das Verhalten der Function nach einem 
einmaligen Umlauf bekannt ist, durch Einsetzen der neuen Werthe für 

y„, (j^\... in (3.) und (4.) die Werthänderungen der Function und ihrer 

Ableitungen auch nach einem zweimaligen Umlauf erhalten und dieses Ver- 
fahren beliebig oft fortsetzen kann. 

Wir bemerken, dass die oben entwickelten Beziehungen zwischen 
den Werthen der Function und ihrer Ableitungen vor und nach einem die 
übrigen singulären Punkte ausschliessenden Umlauf um den Nullpunkt auch 
noch für das Verhalten der Function um den Unendlichkeitspunkt, d. h. bei 
einem sämmtliche singulären Punkte der a;-Ebene umschliessenden Umlauf 
ihre Gültigkeit behalten, sofern nur a?« so gewählt wird, dass 

(wobei wir daran erinnern, dass q,„ den Abstand des entferntesten singulären 
Punktes vom Nullpunkte bedeutet). 

Wenn femer der Abstand zweier auf einander folgenden Geraden Aß, 
Afi^i in der «-Ebene grösser als 4^1 ist, also 

und man für Xo einen solchen Punkt wählt, dass 



,2n 



9ß^ < «^> <P/JM^ 



.-2;f 
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dann geben obige Entwickelongeu die Beziehungen zwischen den 
Werthen der Function und ihrer Ableitungen in diesem Punkte vor und 
nach dem Umlauf längs einer geschlossenen Curve, welche die in den Ab- 
ständen pi'.^pß vom Nullpunkte liegenden singulären Punkte ein- und die 
übrigen ausschliesst. 

Die erwähnten Bedingungen für den absoluten Betrag von Xo sind 
nothwendig für die Convergenz der anzuwendenden Reihen. 

Führt man in der Reihe (2.) für z seinen Werth loga? wieder ein, 
so erhält man die Entwickelung 

mit der Bestimmung, dass log — für x==Xa mit dem Werthe Null beginnt. 
Liegt der Punkt x^ in einer solchen Entfernung vom Nullpunkte, dass 

ist (« eine beliebige positive Grösse), so ist diese Entwickelung, der Null- 
punkt sei Singular oder nicht, gültig für alle Punkte x, für welche der 



X 



absolute Betrag von log 



log"^ 



«0 



27l + € 



ist, also jedenfalls innerhalb eines den Punkt x^ enthaltenden Ringes, der 
von den beiden Kreisen um den Nullpunkt mit den Radien 

aro 1 6-^^^''+'^*-^'')' und | a?., 1 6+^^''*-*-')'-^'^^' 
begrenzt ist. 

Von jedem Punkte der innerhalb des Ringes enthaltenen Strecke 
auf der vom Nullpunkte nach dem Punkte Xo gezogenen Geraden (0, a?o) 
und von einer gewissen stetigen Folge dieser Strecke benachbarter Punkte 
aus kann x einen vollen positiven oder negativen innerhalb des Ringes 
verbleibenden Umlauf machen, ohne dass die Gültigkeit der Reihe (6.) auf- 
hört Setzt man in derselben xe^"** statt x^ so erhält man die Reihe 



/ d \ d' (log— +2Ät)' 

welche convergent ist, so lange der absolute Betrag von log — < « ist 

^0 



+ etc., 
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(S. 190). Diese Bedingung bestimmt auch die eben erwähnte stetige Folge 
der der Geraden (0, a^o) innerhalb des Ringes benachbarten Punkte, von 
denen aus unbeschadet der Gültigkeit der Reihe (6.) ein positiver oder ne- 
gativer Umlauf gestattet ist. Dass, wenn «>2:7i ist, die Gültigkeit der 
Reihe (6.) auch bei mehrmaligem Umlauf bestehen bleibt, ist bereits erwähnt 
Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, dass die Function 
y in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig ist Alsdann gilt die Reihe 
(6.) innerhalb des betrachteten Ringes für beliebig viele Umläufe, indem 
die Summe der durch die Substitution xe'"'** für o; iü (6.) hinzukommenden 

Glieder wegen der Relation y = y identisch verschwindet Da in diesem 
Falle innerhalb desselben Ringes die Laiiren/sche Reihe 

y = £ a^x" 



x= — X 



gilt, so können nunmehr die Coefficienten a«^ die durch das geschlossene 
Integral 

•0 

gegeben sind, durch convergirende Reihen dargestellt werden. Die Function 
yx" hat nämlich dieselben singulären Punkte wie y, folglich gilt die Reihe 

yx- = (j,a:-),., + (^^)_(,-^)+ etc. 

in demselben Bereiche wie die Reihe (2.), und dasselbe gilt fUr das Inte- 
gral der Reihe, dessen Grenzen z^ und Zu + 2ni innerhalb jenes Bereiches 
liegen. Man erhält demnach: 

Die Convergenz dieser Reihen ist nur an die Bedingung gebunden, dass 
•< |a?„| <C piß"^'' ist Der Werth derselben muss jedoch von x^ unabhängig 
sein. Nach einer früheren Bemerkung ist die Reihe (2.) oder (6.) auch 
convergent für Werthe von x^^ deren absoluter Betrag Ix^l^Q^e^"" ist, und 
falls Qfi^i : Qß > 6*"* ist, auch für solche Werthe von (t,,, für welche 
ffie^"^ <i\xu\ <C Qß^xC'^" ist Die Reihen (7.) sind daher für dieselben 
Werthe von a?« convergent und stellen also in dem Falle, dass y in der 
ganzen Ebene eindeutig ist, als Functionen von xo betrachtet, discontinuir- 
liehe Grössen dar, welche innerhalb der erwähnten Convergenzbereiche 
coiistante, im Allgemeinen von einander verschiedene Werthe haben. 
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Ist y 80 beschaffen, dass x^y, wo fi eine ganze Zahl ist, für a: = 
sowohl von Null als von Unendlich verschieden ist, dann verschwindet 

Vrfl y °^^* ^^ ausser wenn JL = 0. In der aus (7.) durch die Substitution 
X = — ^ hervorgehenden Reihe 



^-^ - SA (dlogxy /^„ (X +1)! ' 



welche für beliebig kleine a^, gilt, kann daher in diesem Falle x^ unend- 
lich klein gesetzt werden, und da ihr Werth von Xi^ unabhängig ist, so 
erhält man 

Ebenso findet man, dass die Coefficienten a.^.i , a-^^2 , . . . sämmtlich ver- 
schwinden *). 

§.2. 

Um das im Vorhergehenden auseinandergesetzte Darstellungsverfahren 
auf die Functionen anzuwenden, die linearen homogenen Differential- 
gleichungen von der Form 



*) Man kann ttbrigens fttr a« ausser (7.) noch viele andere Reihen herleiten; 
denn aus 

y = £ cLuX* 



folgt 



jr=r— «0 



^'^^ = 'i^(x+^x»+^-i)...(x+^-i'+i)«««'+''-% 

woraus wie oben sich ergiebt 






-X— /4+»' 




und indem man x -f ^ = y setzt und dieselben Schlüsse wie oben anwendet : 

i.2.8....„:, = (^!^U 

lat fA = 0, also y ftlr x = endlich, so dass der Nullpunkt kein singulärer Punkt fOr 
y ist, so erhält man die bekannte Formel 

1.2.3...vav = r4^) • 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIII. Heft 3. 25 
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geBttgcB, igt et bequem, die letsteren airfdie Ton BienoMi gewiUte Fonn *) 

ZU bringen, y^o p^jPu ... p^ Functionen von x bedeuten. Durch Multipli^ 
mit einem gegebenen Factor können wir uns bewirkt denken, dass die 
Coefficienten für endlicke m nickt unendlidi werden und zugleich für das- 
selbe X nicht sämmtlich verschwinden. Wir setzen ferner zunSchst voraus, 
dass die C^efficiefiten eiadeulig sind. (Fir den Fall, daas sie r^aonale 
Functionen von x and^ mttBsen sie nach der vorheigehondcp AmiAlwiM^ 
ganze Functionen von x sein, die keinen gemeinsamen Factor entlialti»L) 
Gehört die Gleichung (8.) zu der von Herrn Fadb zuerst aufge- 
stellten und untersuchten Klasse^ die dadurch charakterisirt ist, dass sSmmt- 
liche Integrale mit endlichen Potenzen von x multiplicirt, fllr a^ = ver- 
schwinden**), dann ist pu(:r) ffir x = von Null verschieden und £e Glei- 
chung für die Exponenten, zu denen die Glieder eines Fundamentalsystems 
von Integralen gehören***), lautet t) 

/(r)=/ib(0)f'+;^i(0)f^-'+ii,(0)f^'+^..4-;i._,(0)r+;i.C0) = 0. 

Verschwindet p,, mit x, so haben wenigstens einige der. Integrale der Glei- 
chung (8.) in der Umgebung des Nullpunktes nicht die oben erwähnte Be- 
schaffenheit Diese Integrale ftthren nach der Bezeichnnng des Herrn Tkami 
den Namen „irreguläre Integrale." Ist in der Reihe der Grössen />ü(0), 
Pi{0)^ 1^2 (0)..., welche nach unserer Voraussetzung nicht sämmtlich ver- 
schwinden können, pi,{0) die erste, welche nicht verschwindet, so ist A die 
Zahl, welche Herr Thomeff) „den charakteristischen Index" der Diffe- 
rentialgleichung für x = nennt Der Grad von f(r) ist alsdann «— Aftt). 

*) lieber diese Umfommog vergl. Most, SdU&miUhs 2. XV, p. 427 und FrobemuM, 
dieses Journal Bd. 80 p. 319 Anm. Am einfachsten fibersieht man die Beziehungen 
zwischen den p und P aus der ftlr jedes v geltenden Idenätät: 

**) Dieses Jonmal Bd. 66 p. 1^ und Bd. 68 p. 960. 

***) Herr Fuchs, welcher diese Gleichung zuerst aufgestellt hat, nennt sie „deter- 
minirende Fundamentalgleiefaung.* Neuerdings hat Herr Frobemus daflir die kfirzere 
Bezeidnuag ^detennintrendeiilcDebiing^ vorgeschlsgea, dieses Journal Bd.BO p. 318 Anm. 

t) Vgl. Most a. a. 0. 

tt) Dieses Journal Bd. 75, p. 267. 

ttt) Vgl. Frobenius, dieses Journal Bd. 80 p. 318 Anm. 
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Die singiilären Punkte der DiffereudalglQichiing (8.) sind ausser dem KnU* 
pnnkte nnd dem Unendlichkeitapimkte diejenigea, fUr w^die fki(^) ver^ 
schwindet Seien die letzteren mit Ansschlnss des Punktes or^^O, £sUs 
dieser unter ihnen sich befinden sollte, 

so sind die singulären Punkte der aus (8.) durch die Substitution a? = e' 
hervorgehenden Differentialgleichung 

(8-.) /'«(^)-0-+Pi(e')-^ + -+P-(e')y = 
ausser a = oo die Punktreihen 

wo (T„ den reellen Werth von logp« und ;^i..,«„ beliebige ganze Zahlen 
bedeuten. 

Bezeichnet ^u einen endlichen Punkt, der mit keinem der vorstehend 
bezeichneten Punkte zusammenfällt, so giebt es nach dem Fundamentalsatz 
der linearen Differentialgleichungen eine in der Umgebung von a« conver- 
girende nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende Reihe, welche so 

beschaffen ist, dass y, -^, . . . ^^^,f fiü* « = «0 beliebig gegebene Werthe 

Ci, Ca, ••• c» annehmen*). Durch die Gleichung (8*.) und die mittelst 
successiver Differentiation nach z aus ihr abgeleiteten Gleichungen er* 
geben sich nach einander die Werthe des n^^ und aller folgenden 
Differentialquotienten von y fllr a = js,, &Is lineare homogene Functionen 
der Grössen Ci, Cj, ... c«, deren Coefficienten aus den Grössen p(e'0 
und den Werthen der Ableitungen der Functionen p (e*) nach a für a = ä(, 
durch Multiplication und Addition, sowie durch Division mit ganzen 
positiven Potenzen von pu(^) zusammengesetzt sind. Nach dem Obigen 

ist aber ( ?x ),^, ^^^ ^^^ Grössen 

wo p*(xu) fUr (-^ )^ gesetzt ist, 

durch Multiplication mit Zahlencoefficienten und Addition zusammengesetzt 
Es sind daher in den Ausdrücken der Differentialquotienten von y nach « 



*) Fuchs, dieses Journal, Bd. 66, p. 122. 
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für 0==i5o in der Form linearer homogener Fnnetionen von c^j ... c, die 
Goefficienten der c Quotienten, deren Zähler aus den GrOssen s^p^^^{xo) 
durch Multiplication und Addition zusammengesetzt sind, und deren Nenner 
eine ganze positive Potenz von /»o(^)) ist Setzen wir nun 

so erhalten wir 

(10.) y = c,y, + C2y2H hc^t/n, 

wo 

(11.) y, = '2y,{a^)^^tl<L 
ist. Betreffs der Coef&cienten tp' (jto) bemerken wir, dass, da für jb = z^ die 
Functionen y, -^, . . . . , reap. die Werthe Ci, Ci, ... c, annehmen Bollen^ 
die Gleichungen 

yKsTü) = 1, ya (««) = 0, ... <pl{x„) = 0, 

bestehen müssen. Die durch die Reihen (11.) definirten Functionen yi, ... y. 
sind offenbar selbst Integrale der Gleichung (9.) von der Beschaffenheit, 
dass für 2 = ;5u 



... 



(12.) ( y» - "' "dT ~ ■^' • • • 

ist. Da demnach die Determinante dieses Systems von Integralen 



d"-'y. 


= 0, 
= 0, 

= 1 


d-'y. 


da"-' 


ds»-' 



-2±»i 



• • . 



* da d»' dJ5«-i 

für ^5 = ^0 den Werth Eins hat, so sind die Integrale y i , ... y, von einander 
linearunabhängig oder bilden nach der FticA^schen Bezeichnung ein Funda- 
mentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (8^)• E^ ei^ebt 
sich femer leicht, dass die Determinante 

-\*^* dx dx' da^-^ ) 
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für x = Xi) den Werth ( — ) hat, also von Null verschieden ist, folglich 

bilden yi, ... y„, als Functionen von x betrachtet, auch ein Fundamentalsystem 
von Inte^alen der Differentialgleichung (8.). 

Aus (10.) erhält man durch (n— l)-malige Differentiation 

wo .^* nach (11.) durch die Reihe 

(11-.) ^ = 'iy'w^5^ 

gegeben ist. 

Wählen wir nun den Punkt a^ so , dass <; | ojo | < pi e^^'*, also 
reeller Theil von Zu<^0i — 2n, dann gelten die Darstellungen (11.) und 
(11".) noch für Ä = J5ü+27ii. Durch diese Substitution in den Ausdrücken 
(10.) und (10^) erhält man die Werthe, welche 

^' dlogx ' • • • (dloga?)*-^ 

nach einem positiven Umlaufe um den Nullpunkt in a\) annehmen. Be- 
zeichnet man diese Werthe mit 



und führt ein: 



so erhält man: 



/ dy \ / dr-^y \ 
y^ ' ^ dlogo; /ü " \ (dloga?>-^ /o 



(13.) aa = "J^r-^^-U^)-^^, 



yo = Cian + C2a2i'\ hc,a«i, 



(14.) / ("Sl^)o = ^i«i2+^2a« + - + ^.«.^. 



( (dlogxj"-0 o = Ciöu + c,a,, + ... + c,a,,. 



Ein Integral der Differentialgleichung (8.) mit den obigen Anfangs- 
werthen drückt sich aber durch das Fundamentalsystem y,, ... y^ mit den 
Anfangswerthen (12.) in folgender Gestalt aus 



y = (Ciaii + ---+c,a,Offi + --- + (Cia,„ + --- + Cna„)y 



n9 
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Während dasselbe Integral vor dem Umlauf durch dasselbe Fundamental- 
system in der Gestalt 

dargestellt war. 

Da Ci, ... c^ beliebige Constanten sind^ so folgt, dass, wenn man unter 

y^ die Function versteht, in welche y„ nach einem positiven Umlauf um 
den Nullpunkt der d?-Ebene übergeht, die Beziehungen bestehen 

yi = öii»i+-+a„jf,, . . . yn = ö«iyi+--+ö«.!f,.. 

Durch diese Relationen zwischen den Gliedern eines Fundamental- 
systems vor und nach dem Umlauf um den Nullpunkt ist nach den Sätzen, 
die wir Herrn Fuchs verdanken *), das Verhalten jedes Integrals der Diflfo- 
rentialgleichung (8.) in der Umgebung des Nullpunktes vollkommen be- 
stimmt. Die Grössen ai|...a^^ welche bekanntlich von der Wahl des 
Fundamentalsystems abhängen, erscheinen hier, wo die Anfangswerthe der 
Integrale des Fundamentalsystems und ihrer n—1 ersten Ableitungen fixirt 
sind, als Functionen von Xo, was darin seinen Grund hat, dass eben das 
Fundamentalsystem ein anderes ist, je nach den verschiedenen Werthen 
von a?ü, fttr welche die Glieder desselben nebst ihren «—1 ersten Ablei- 
tungen die oben vorgeschriebenen Werthe (12.) haben. 

Nach einem anderen Satze des Herrn Fuchs **) hängen jedoch die 
Coefficienten der nach Potenzen von co entwickelten Fundamentalgleichung: 

an — CO (hl ... Onl 

»12 «22 — Ö* . . • ^n2 



(15.) 



= 



nicht mehr von der Wahl des Fundamentalsystems ab, folglich müssen die 
Werthe der Coefficienten der verschiedenen Potenzen von co, somit auch die 
Wurzeln w selbst von Xo unabhängig sein. 

Die Reihen (13.) flir aa sind wie leicht zu ersehen (vergl. S. 190) 
auch convergent für solche a^u? deren absoluter Betrag jofül ^p^e^^* ist, femer, 
falls (*^+i:p/j>e*'* ist, auch für solche Werthe a^b? Air die P/je^''<;|iru|<p/?+ie~''* 
ist. Die Unabhängigkeit nun der Coefficienten in der Fundamentalgleichung 



*) Dieses Journal Bd. 66 p. 131 ff. 
♦•) ib. p. 132. 
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von a:„ zeigt, dass diese Coefficienten discontinuirliche Functionen von or,, 
sind, die innerhalb der angegebenen Bereiche constante, im Allgemeinen von 
einander verschiedene Werthe annehmen. 

Gehört die Gleichung (8.) zu der von Herrn Fuchs (s. oben) unter- 
suchten Klasse, dann ist, wie schon erwähnt, p^iO) von Null verschieden 
und nach den früheren Bemerkungen über die Zusammensetzung der Grössen 
(Pii^il) atis den Werthen der p und ihrer Ableitungen für o: = a\j bleiben 
dieselben für aJi) = endlich. Ihre Entwickelung nach steigenden Potenzen 
von Xii enthält also, wenn x^ in der Umgebung des Nullpunktes sich be- 
findet, nur ganze posititfe Potenzen von o^o, dasselbe gilt von den Reihen 
(13.) für üa und endlich für die aus ihnen durch Multiplication und Addition 
zusammengesetzten Coefficienten der Fundamentalgleichung (15.). Da diese 
von Xti unabhängig sind, so müssen alle mit Potenzen von (t^ behafteten 
Glieder identisch verschwinden, so dass es nur darauf ankommt, die von 
Xa freien Tenne in den Coefficienten zu ermitteln. Diese werden aber in 
unserem Falle aus den % erhalten, wenn man von denselben nur die von 
Xo freien Terme beibehält, und die letzteren endlich gehen aus den Aus- 
drücken (13.) für aa hervor, wenn man statt der (pi{x^) die von Xq freien 
Terme derselben, die wir kurz mit y)?(0) bezeichnen wollen, substituirt. 
Berücksichtigt man nun, dass alle Ableitungen der p nach loga: nur Glieder 
enthalten, die mit Potenzen von x behaftet sind, und also die Werthe der- 
selben flir a: = a?o für die Bestimmung der (pf nicht in Betracht kommen, 
so erkennt man leicht, dass, wenn man aus den recurrenten Gleichungen 

pMk +/?i(0) 11,^1 +...+p„(0)f«u - 0, 

die u^ als lineare homogene Functionen von «d, tri, ... tf,.i bestimmt, die fftifi) 
als Coefficienten der ti« auftreten, so dass 

u, = yf(0)f^,+92(0)«i+- + y:(0)tt-i. 

Nun ist ,aber eine Lösung der Gleichungen (16.) ii, = r;, wenn r„ eine 
Wurzel der Gleichung 

Pu(0)r"+/^,(0)r^-^ + ...+p,.,(0)r+p,(0) = 
bedeutet. Folglich ist 

r: = yI(0) + y?(0)r.+... + y:(0)rr, 
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also auch 

woraus nach (13.) folgt 

'Jrr-^ -^^ = ft' e'"''- = aa (0) + o^^ (0) r. + • • • + a,, (0) rl^S 

wo Oix (0) den von a?,, freien Term in der Entwickelung von an bezeichnet 
Wir erhalten somit folgendes Gleichnngssystero : 

an (0) - e'-'^« + »2, (0) r« + • • • + a., (0) rl"* = 0, 

ö,,(0) 4.(a^(0)^e'"'^«)r. + ...+a,2i0)r:-' = 0, 

MO) +a,,(0)r. +,.. + (a,,(0)-e'-''-)r:-^ = 0, 

vermöge dessen 

aii(0)-e'^^« . . . a^O) 



Oi«(0) . . . a,,(0)-c'-^« 



= 



sein muss. Es folgt hieraus, dass die Fundamentalgleichung (15.) ^ deren 
Coefficienten, wie wiederholt bemerkt, von oj,, unabhängig sind, die Wurzeln 

hat, was mit den bekaimten Ergebnissen (Vgl. S. 194) übereinstimmt 

Es ist wohl kaum nöthig hinzuzufügen, dass diese Bestimmung der 
Wurzeln der Fundamentalgleichung nur für den Umlauf in der Umgebung 
des Nullpunktes gilt Denn wenn x^ in den anderen oben angegebenen 
Berei(5hen liegt, dann gelten andere Entwickelungen der p, (a^) , in welchen 
im Allgemeinen positive und negative Potenzen von x^ in unendlicher An- 
zahl auftreten. Die obigen Folgerungen waren aber wesentlich an die ftlr 
die Umgebung des Nullpunktes gültigen Entwickelungen geknüpft. 

Es giebt noch eine Klasse von Qleichungen, bei denen die Wurzeln 
der zum Nullpunkt gehörigen Fundamentalgleichung eine ebenso einfache 
Gestalt annehmen. 

Lässt sich nämlich die Differentialgleichung auf die Form bringen 

(17."> ( 
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welche bei der Einführung von \ogx für o: in 
p^ + («. + ^ + ^Ir + etc.) (^^^ + etc. 

übergeht, so erkennt man leicht, dass die Operationen zur Bildung der 
Coef&cienten der Fundamentalgleichung lediglich aus Multiplication und 

Addition von Reihen bestehen, die nach Potenzen von — fortschreiten. Die 



^0 



in Rede stehenden Coefficienten sind demnach selbst Reihen von solcher 
Gestalt, in denen wegen ihrer Unabhängigkeit von a^ die mit Potenzen von 

— behafteten Glieder identisch verschwinden müssen. Ebenso unmittelbar 

erhellt, dass zu den von x^ freien Tennen in den Coefficienten nur die von 
Xu freien Terme in den Reihen , aus denen sie hervorgegangen sind , bei- 
tragen können. Erwägt man endlich, dass, da 



-^(i) 






(dlogxy ^ ^' a;^ 

1 

ist die Grössen 6, c etc. nur mit Potenzen von — behaftet in den Ausdrücken 

V?(^) vorkommen, also für die von aj») freien Terme in ihnen ausser Betracht 
bleiben, so ergiebt sich, dass die letztgenannten Terme von y? (a\,) als Coef- 
ficienten der Lösungen von recurrenten Gleichungen auftreten, die aus (16.) 
hervorgehen, wenn man für /?ü(0), j»i(0), ... j»n(0) der Reihe nach 1, ai, . . . a. 
setzt Durch Anwendung derselben Folgerungen wie oben gelangt man 
zu dem Schluss, dass die Wurzeln der zum Nullpunkt gehörigen Funda- 
mentalgleichung 

sind, wo T^...T^ die Wurzeln der Gleichung 

oder (Vgl. S. 194 Anm.) der Gleichung 

(18.) r(r-l)...(r-ii + l)+^ir(r-l)...(r-ii + 2) + ...+A_ir + ^, = 

sind. Zu demselben Resultat gelangt man übrigens auch unmittelbar, wenn 
man sich die Frage stellt, wie eine Differentialgleichung in der Umgebung 
des Nullpunktes beschaffen sein muss, deren sämmtliche Integrale in der- 
selben Umgebung aus Functionen der Form af(a+ — +^+etc.) linear 
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zusammengesetzt sein sollen, wo a von Null verschieden ist Man erhält 
dann als Differentialgleichung die Form (17.) und durch Einsetzen eines 
Integrals obiger Form für y die Gleichung (18.) zur Bestimmung der r. 
Die Form (17.) hat hiemach die Eigenthtimlichkeit mit den Gleichungen 
der FtieA^schen Klasse gemein, dass von den unendlich vielen um ganze 
Zahlen sich unterscheidenden r, die durch die Gleichung e^'^'^'^^to definirt 
suid, ein bestimmter Werth besonders charakterishi ist, nämlich dadurch, 

dass för ihn x'^y die Form a + — ^H — f+etc. hat, wo a von Null ver- 

schieden ist Wir bemerken noch, dass die Differentialgleichung mit con- 
stauten Coefficienten , die bekanntlich x = oo za ihrem singulären Punkte 

hat, wenn man ^ = -7- setzt, auf die Form (17.) gebracht werden kann, 

also fUr x=^oo zu der hier betrachteten Klasse gehört 

Was die Darstellung der Integrale eines Fundamentalsystems nach 
Potenzen von x in der Umgebung des Nullpunktes betrifft, so kann sie, 
wenn die Grössen a^, bekannt sind, in folgender Weise erhalten werden. 
Bekanntlich haben die Integrale in der Umgebung des Nullpunktes die 
Form*): 

y = a?'|9'ü+yiloga:+--- + y^(loga?)''|, 

wo 9)0« 9^1, • . • q>ft in Reihen nach ganzen positiven und negativen Potenzen 
entwickelt werden können, oder sie sind lineare homogene Verbindungem 
von Ausdrücken dieser Form; r bedeutet einen der Werthe des Ausdrucks 

-^~, CO eine Wurzel der Fundamentalgleichung (15.). Insbesondere ent- 
sprechen einer vielfachen Wurzfei co eine oder mehrere Gruppen von Inte- 
gralen von der Form **) : 

yn. = affin), y„,^t^xra}Jf{u\ ... y^^xriü^''J'^''f{u), 
wo II = -^?- gesetzt ist , und f{u) eine ganze Function (m — 1)*«° Grades 

von u bedeutet 

f{u) = Ao + A,u + -' + A,,^,u''-\ 

wo Aiij Aij ... i4^_i in Reihen nach ganzen positiven und negativen Potenz^i 
von X entwickelt werden können; ^f{u) bezeichnet die Differenz f{u + 1) — /*(•*) 



**") Fuchi, dieses Journal, Bd. 66 p. 136. 
*♦) Dieses Journal, Bd. 76 p. 122. 
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und ^*f(u) die Differenz xte«* Ordnung von /(«) mit dem Increment 
Eins. Die Elemente der angegebenen Gruppen sind lineare homogene 
Functionen des Fundamentalsystems yi , ... y, mit constanten Coefficienten, 
deren Verhältnisse aus den a,, durch successive Auflösung von linearen 
Gleichungssystemen gefunden werden. *) Nehmen wir der leichteren Ueber- 
sicht wegen den Fall, dass eine dreigliedrige Gruppe vorhanden sei: 

ri2='{Ax + A2 + 2A2u)o}x% ti = -^|T-, 
iji = 2A2(a^x'', 
80 handelt es sich darum, die Reihen A^^ A^^ A^ darzustellen. Sei nun 

wo die Verhältnisse der c als gegeben anzusehen sind, und der gemein- 
schaftliche Factor beliebig angenommen werden kann, so ist der Werth 
der Function 

^^ — 2ir~^ 

sowie der aller ihrer Ableitungen nach a?, oder logo?, fUr a: = a:ü aus der 
gegebenen Differentialgleichung bekannt, und da A2 eine eindeutige Function 
von X ist, so erhält man nach § 1 (7.) für die Coefficienten 6, der unend- 
lichen Reihe 



2C0M2 = ''jS^b^x" 



»=— « 



die Ausdrücke: 






Da ferner in 

die Verhältnisse der c' ebenfalls bekannt sind, so sind die Werthe der 
Function 

sowie ihrer sämmtlichen Ableitungen nach logo: flir x=^Xü bekannt und 
dadurch wie vorhin die Darstellung der eindeutigen Function Ai in einer 
unendlichen Reihe nach ganzen positiven und negativen Potenzen von x 

*) Dieses Journal, Bd. 76 p. 118 ff. 

26* 
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gegeben. Ebenso findet sich endlich, da 173 ebenfalls eine bekannte lineare 
homogene Verbindung der y ist, die Darstellung von 

A,, - T],X A, 2^. -^,(^ 2^. ; 

in einer Reihe nach ganzen positiven und negativen Potenzen von x. 

§3. 

Zum Schluss wenden wir uns noch zu dem Falle der linearen ho- 
mogenen Differentialgleichungen mit mehrdeutigen Coefficienten und be- 
schränken uns hierbei auf die Betrachtung der Gleichungen von der Form 

(19.) P^^+P^^+-'+Pn->^+Pn9 = 0, 

wo Po? • • • Pn ganze Functionen von x und einer Grösse u bedeuten, die mit 
X durch die algebraische Gleichung 

fix, u) = 0, 

die in u vom m^®° Grade sein möge, verbunden ist. 

Setzt man 1) die Discriminante von f{xyu\ 2) die Eliminationsre- 
sultante von Po nnd /(x, 11), 3) den Coefficienten von n*" in [{x, u) gleich 
Null, so stellen die Auflösungen dieser drei Gleichungen in x nebst o; = <x> 
sämmtliche singulären Punkte der Differentialgleichung (19.) dar. 

Zur eindeutigen Bestimmung eines Integrales y der Gleichung (19.) 
in der Umgebung eines Punktes x = a mit gegebenen Anfangswerthen von 
y und seinen « — 1 ersten Ableitungen flir diesen Punkt ist es nothwendig, 
dass dem Werthe a ein bestimmter Werth tiu unter den m Wurzeln der 
Gleichung f(a, 11) = zugeordnet werde. Ist tiy eine einfache endliche 
Wurzel derselben, dann giebt es eine einzige in der Umgebung von a 
gültige in einer Reihe nach ganzen positiven Potenzen von x—a fortschrei- 
tende Entwickelung von 11, welche für a: = a in «,, übergeht, und indem 
man diese in den Coefficienten in (19.) überall für u einsetzt, wird die 
Aufgabe auf die Integration, einer Differentialgleichung mit in der Umgebung 
von a eindeutigen Coefficienten zurückgeführt 

Verschwindet P,, nicht für das Werthepaar (a, ti,,), so erhält man als 
Integral von (19.): 

(20.) y = Ciyi(ir, iio) + 0292(0:, tiü) + -- + c,yn(a?,«^X 
wo Cj, . . . c« die beliebig angenommenen Werthe von y und seinen «—1 ersten 
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Ableitungen für a? = a bedeuten und die Ausdrücke y,(a:, ti,,) nach ganzen 
positiven Potenzen von x — a aufsteigende Reihen bedeuten, deren Coeffi- 
cienten von ti,) abhängen. Solcher Integrale (20.) erhält man so viele, als 
es einfache endliche Wurzeln u der Gleichung f{a, ii) = giebt von der 
Beschaffenheit, dass Po für keines der Paare (a, «) verschwindet Sie gehen 
aus (20.) hervor, indem statt der Reihen (p^ {x, tiu) die entsprechenden Reihen 
(p^{x, u) gesetzt werden, während die c unverändert bleiben. Entspricht dem 
Werthe x = a eine einfache Wurzel « = t», dann giebt es eine in der Um- 
gebung von a gültige Entwickelung von u, die nach ganzen Potenzen von 
x—a fortschreitet und eine endliche Anzahl von Gliedern mit negativen 
Potenzen enthält Führt man diese in (19.) ein, so erhält man wiederum 
eine Differentialgleichung mit in der Umgebung von a eindeutigen Coeffi- 
cienten, in welcher x=:a einen singulären Punkt derselben bildet. Dasselbe 
gilt für den Fall, dass dem Werthe x = a eine einfache endliche Wurzel 
« = fi,j zugeordnet ist, von der Beschaffenheit, dass Po für das Paar (a, Uo) 
verschwindet 

Wir gehen nunmehr zu dem Falle über, wo dem Werthe x = a eine 
,u-fache (jit > 1) Wurzel «o der Gleichung f{a, ii) = zugeordnet ist Die 
^a Functionen u, welche für x = a in ti,, übergehen, zerfallen alsdann in eine 

Anzahl Gruppen von je i,, Aj, ... X„ Elementen, so dass Ai+^H \-l„ = /i 

ist Sind einige der l gleich Eins, so giebt es eben so viele in der Um- 
gebung von a gültige Entwickelungen von u nach ganzen Potenzen von 
x—a, welche sämmtlich für a? = a in ti,, übergehen, und in (19.) fürii ein- 
gesetzt, zu einer gleichen Zahl von Differentialgleichungen mit in der Um- 
gebung von a eindeutigen Coefficienten führen. 

Für eine Gnippe von X Elementen , wo Ä > 1 ist , gilt die Ent- 
wickelung *) 



u = 2:aCa{x-'a) 

u 



-''+T 



wo V eine positive ganze Zahl oder Null ist, je nachdem der Werth Ui) für 
x = a unendlich oder endlich ist 

Hier bemerken wir nun zunächst, dass die Untersuchung des Ver- 
haltens der Integrale y bei einem Ä-maligen Umlauf von x um a, nach 
welchem u den anfänglichen Werth wieder erhält, leicht wieder auf die 



*) Puiseux, LiouYille Journal, t. XV u. XVI. 
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Betrachtimg von Differentialgleichongea mit eindeutigen Coefficienten zu- 
rttckgeführt wird. Denn setzt man x—a^t^, dann wird 

u 

und die Differentialgleichung (19.) wird durch diese Substitutionen in eine 
lineare Differentialgleichung mit der unabhängigen Variablen t transformirt, 
deren Coef&cienten eindeutige Functionen von ( in der Umgebung von < = 
sind und in der Entwickelung nach Potenzen von t nur eine endliche An- 
zahl von negativen Potenzen enthalten. Indem wir nun das Verhalten der 
Integrale y bei einem Umlaufe von < um < = nach § 2 ermitteln, erhalten 
wir die gesuchten Veränderungen dieser Integrale bei einem X-maligen Um- 
laufe von o: um x = a. 

Zur Untersuchung des Verhaltens der Integrale bei einem einmaligen 
Umlauf um einen singulären Punkt, der fttr die Function u ein Windungs- 
punkt (1—1)^^ Ordnung ist, nehmen wir fUr diesen von nun an, der ein- 
facheren Schreibweise wegen, den Nullpunkt und verstehen unter Xo einen 
Punkt in der Umgebung des Nullpunktes von der Beschaffenheit, dass 

0<la:ül<eie-'^ 

wo Qi die Kntfemung des dem Nullpunkt nächstgelegenen singulären Ptfnktes 
der Differentialgleichung (19.) bedeutet Die Elemente der Gruppe von 
Functionen u, die wir jetzt betrachten, sind durch die in der Umgebung 
dos Nullpunktes gUltige Entwickelung 

(21.) U = IlaC^x'"' ^ 

gogohoii. 

Slo liofort ftlr den l^inkt a?,„ der nach unserer Voraussetzung zur Um- 
)rt^lmii|r doH NuUpuiiktos gehört, l verschiedene Werthe, die mit wi, tiS, . . . t^ 
hoMoiohnot Hoiii mUgiMi, und die bei einem in x^^ beginnenden und endigenden 
Umlauf von «r um den Nullpunkt innerhalb des Convergenzbereiches der 
Kolho i'JL't in ohuuulor Übergehen. 

Hotaou wir nun ein System von l Integralen 

Jfi* Jfi* ... yij 
lUdmoh lont, duM dlo Anfangswerthe jedes derselben und seiner «- 1 ersten 
AI»U»IHnnr*^H W'i' ^ ^ •»>' **^*P' *o ^. • • • fr* sein sollen, dergestalt dass y, das 
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aus der Zuordnung {x^ , t^)) hervorgehende Integral bedeute, so erhalten wir 
nach dem Vorhergehenden flir y, die Darstellung: 

(22.) yi = *iyi(a?,ttf)) + --- + 6ny„(a:, <), 

wo die <p nach ganzen positiven Potenzen von x — ar„ fortschreitende Reihen 
bedeuten. Es mache nun x von a^o aus einen in dem Convergenzbereich 
der Reihe (21.) verbleibenden Umlauf, durch welchen bei der Rückkehr 
in X(, die Wurzel tif, in «{,' übergegangen sein möge, gleichzeitig mögen die 
Werthe des Integrals y, und seiner « — 1 ersten Ableitungen in x = a?ü 
resp. /?i, /?2, . . . /?« geworden sein, so wird die Darstellung der Function y^ nach 
erfolgtem Umlauf, die wir mit y, bezeichnen, lauten: 

(23.) Vi = ß,(p,{x, yLl+-' + ßn<fn{x, <). 

Wenn die ß, wie im Folgenden geschehen wird, als lineare homo- 
gene Functionen der b bestimmt sind, so dass 

• • • 

ßn = rfin*l + - + rfU6,, 

WO der zugefügte Index i andeutet, dass die Coefficienten d von der ge- 
wählten Wurzel fif, abhängen, so erhält man, indem man (p^ {x, w|,) = rj^t setzt, 

Hieraus erhellt, in Anbetracht dass &| , ... 6« beliebig angenommene 
Constanten sind, durch Vergleichung mit (23.), dass die Functionen i?j,, ... ^„,, 
welche selbst ein Fundamentalsystem von Integralen bilden, nach einem 
Umlauf der unabhängigen Variablen in der Umgebung des Nullpunktes 
übergehen in 

(24.) Tiu = d[i r]^i.-\ h dinTini' " ' rjni = rf^i^ii'H h rfin^»<'. 

Die Integrale i?,,, ... rj^i sind von der Beschaffenheit, dass für x = Xa 

^•' - ^' cte ~ ^' • • ' dx-^ "" ^' 

^ — n ^^JL — 1 ^^""^ ^^» _ A 

^^•""^' ~dx ~ ^' ' • • dx»-^ ""^' 

• • • 

Hierdurch und durch die Zuordnung (xo, tij,) sind sie vollständig be- 
stimmt; tif, war die Wurzel, in welche «j, nach einem Umlaufe um a: = 
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übergeht, und die durch die Entwickelung (21.) sich ergiebt. Die Integrale 
Vu'9 ••• Vni' sind durch dieselben Anfangswerthe wie tju, ••• ^«i und durch die 
Zuordnung (a^uj^ft) definirt. Durch die Gleichung (24.) ist demnach ein be- 
stimmtes Fundamentalsystem und damit sind sämmtliche demselben Paar 
{a\, , «ü) zugeordnete Integrale mit beliebigen Anfangswerthen in ihrem Ver- 
halten in der Umgebung des Nullpunktes vollständig charakterisirt. 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung der Grössen cT^^. 
Hierzu führen wir dem Verfahren in § 2 zufolge statt der Grössen 64 , ... b^ 
die in einfachem Zusammenhange stehenden Grössen Ci , ... c» ein, welche die 

Werthe von y,, -^1^, . . . (rfitgl)>-i für a: = «i, bedeuten, so dass 

Ci = 6i, C2 = a5o6i, C3 = a:J62+^()6i7 04 = 0^63 + 30:062 + ^*1? ^tc. 
Ebenso sei 

ri = ßij y2 = iCü/?i, ys = aJü/52+«ü/?i, etc., 

dann bestimmen wir die Grössen yi , ... y, , welche die Werthe von 

^' dlogx ' ' ' • (dloga?)»-* 

fttr o: = a:^ uach dem Umlauf bezeichnen, als Functionen der C| , ... c^ auf 
folgende Weise. 

Wir wandeln die Form (19.) um in die Form 

wo Po? Pii ••• P« wiederum ganze Functionen von x und u bedeuten. Aus der 
Gleichung (25.) und ihren Ableitungen nach logo; erhält man 

(■ä^)x=,. = ^^5^(0:0, «;,)Ci+-+v^;(^, «f,)c«, 

und folglich für y, die Darstellung 



O-Ir)' , , . . ...,- ..'<)■ 



(26.) jr, = c.^,V'f(a^„ «;,) — -J^ + ... + c,^,v^(!rb,«i) ,, , 

*» • Ä • ' 

welche, da | o^o | < pi c"^'' vorausgesetzt ist, noch convergirt, jwenn x einen 
vollen Umlauf gemacht hat. Setzt man demnach in (26.) und den aus (26.) 
hervorgehenden Darstellungen für 

dy rf*-*y 

dlogx ' ' ' ' (dlogx)*"^ ' 

log^ = 2711, 
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80 gehen die linken Seiten in yi^ . . . y^ über und man erhält 

• ^, ..V C2m)* , , » «/ /N (2niy 



U 

OD 



Durch diese Relationen zwischen den y und c sind diejenigen zwischen 
den ß und 6 gldchfalls gegeben und damit die gesuchten Werthe der Coef- 
ficienten d^^ bestimmt. 

Berlin, im October 1876. 
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On the double 0-fimctions ui coimexion with a 

16 -nodal quartic surface. 

(By Prof. Ä. Cayley at Cambridge.) 



1 have before me Göpet& Memoir „Theoriae transceadentiam Abelia- 
namm primi ordinis adnmbratio levis"; this Journ. t. 35 (1847) pp. 277—312. 
Writing P,, Pj, Pi etc. in place of bis F, P", P"' etc., also «, ß, y» ^* 
X, r, Z', W, in place of bis /, «, ©, », T, U, V, W, tbe System of 
16 eqnations given p. 287 is 

(1.) F = («, -ß, -Y, <J)(X, r, z», w% 

(4.) P} = («, ß, -r, -^{X', y, z', »F'), 

(9.) P^ = («, -/9, y, -(r)(j:', r, Z', TT'), 
(12.) P^ = («, ß, y, d)iX, y, Z', H''), 

(3.) (?' = (/9, -«, -<r, y)(r, r, Z', fr'), 

(2.) Q\ = (/?, a, -J, -r){X, r, Z', H''), 

(11.) Ql = (/?,-«, «J, -y)(r, y, Z', TT'), 

(10.) ^1 = iß; «, j, y)(r, r, z', »f'), 
(13.) Ä' = (y, -j, -«, ß){X, r, z', 1^0, 

(16.) R] = (y, <r, -a, -ß){X, r, Z', ff^O, 

(5.) Ä^ = (y, -(^, «, -/?)(r, y, z', ff^'), 

(8.) ÄJ = (y, d, «, /9)(X, y, Z', fT'), 

(15.) s' = (<y, -y, -/?, a)(Jr', y, z', »y), 
(14.) sj = ((J, y, -/?, -«)(j?r', y, z', ?r'), 

(7.) 5^. = ((J, -y, /?, -«)(Jt', y, Z', »y), 

(6.) sj = (<y, y, Ä «)(j?r', y, z', »y), 

viz. we bave P' = aX'-ßY'-yZ'+^W' etc. The reason for the apparently 
arbitrary manner in which I have nnmbered these eqnations, will appear 
farther on. I recall that the sixteen double 0-fanctions (that is, 0-fimction8 
of two argnments u, «') are *) 

*) The same functions in Ro$enhain'B Dotation are 

00, 02, 20, 22 

01, 03, 21, 23 

10, 12, 30, 32 

11, 13, 31, 33 

?iz. tbe figurcs bere written down are the suffixes of bis i9'.fanctionB, 00 = &o,ii (o,») etc. 
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(the factor i, = V — 1, being introduced in regard to the six fanctions which 
are odd fanctions of the arguments), but disregarding the sign, I speak 
of P*, FJ , ...Q^ etc. , as the squared functions , or simply as the Squares ; 
^i ßy Yj ^ *r^ constants (depending of course on the parameters of the 
Ö-fiinctions) ; X\ Y\ Z\ W* (which are however to be eliminated) are 
themselves 0-fiinctions to a diflferent set of parameters: fhe 16 equations 
express that the squared functions P^, Pi etc. are linear functions of X\ 
Y\ Z\ W\ and they consequently serve to obtain linear relations between 
the squared functions : viz. by means of them Göpel expresses the remaining 

12 Squares, each of them in terms of the selected four Squares FJ, P27 
SJ, S^, which are linearly independent: that is, he obtained linear relations 
between five Squares, and he seems to have assumed that there were not 
any linear relations between fewer than five Squares. 

It appears however by RosenhairC% „Memoire sur les fonctions de 
deux variables et ä quatre p^riodes etc." M^m. Sav. Etrangers t. 11 (1851) 
pp. 364— 4f68, that there are in fact linear relations between four Squares, 
yi2. that there exist sixes of Squares such that, selecting at pleasure any 
three out of the six, each of the remaining three Squares can be expressed 
as a linear function of these three Squares: and knowing this result, it is 
easy to verify it by means of the sixteen equations, and moreover to show 
that there are in all 16 such sixes: these are shown by the foUowing 
scheme which I copy from Kummer'^ memoir „Ueber die algebraischen 
Strahlensysteme u. s. w." Berlin. Abh. (1866) p. 66: viz. the scheme is 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4 5 6 7 8 

13 14 15 16 9 10 11 12 5 6 7 8 1 2 3 4 

8 7 6 5 4 3 2 1 16 15 14 13 12 11 10 9 

7 8 5 6 3 4 1 2 15 16 13 14 11 1^ 9 10 

6 5 8 7 2 1 4 3 14 13 16 15 10 9 12 11. 

27* 
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In fact to show that any four of the Squares, for instance 1, 9, 13, 
8, that is, /^, Pl^ K^j Rl^ are linearly connected, it is only necessary to 
Show that the determinant of coefficients 
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ig = 0, or what is the same thing, that there exists a linear fonction of the 
new variables (-X, Y,Z, W)^ which pntting for these variables the values 
in any line of this determinant will become = : we have such a fonction, 
viz. this is 

or say 

[1.] iß, a, -J, «y)(x, y, z, wy, 

and this fonction also vanishes if for {X, Y, Z, W) we sobstitote the valoes 

^y -r> ßy -«> 
^3 Yy ßy «^ 

which belong to 7, 6, that is jS^ and 81 respectively: it thos appears that 
1, 9, 13, 8, 7, 6, that is i^, F27 R\ A^, jS^, £(3 are a set of six sqoares having 
the property in qoestion. I remark that the process of forming the linear 
fonctions is a very simple one; we write down six lines, and thence di- 



recüy obtain the resolt, thas 
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viz. ß, ay dy Y are the letters not previoosly occorring in the foor colomns 
respectively: the first letter ß is taken to have the sign +, and then 
the remaining signs are determined by the condition that combining 
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the last line with any line above it (e. g. witb the line next above it 
ßd-\-ay—Sß—ya) the sum must be zero. 

We find in this way as the conditions for the existence of the 16 
aixes respectively 

[1.] (ß, «, -d, -Y){x, y, z, W) = 0, 

[2.] («, -ß, -r, ^)ix, y, z, w) = 0, 

[3.] («, ß, -r, -(JXJr, y, z, W) = o, 

[4] (Ä -«,• -^, y)iX, Y, Z, »F) = 0, 

[5.] (<y, Y, ß, «) (-x; y, z, »T) = 0, 

[6.] (y, -<y, «, -/3)(Jr, y, Z, »F) = 0, 

[7.] (r, ^, »» ß) (^, 1^, Z, »T) = 0, 

[8.] {d, -r, ß, -«)(J^:, y, z, »y) = o, 

[90 05, «, <^, y) (-x; y, z, »T) = 0, 

[10.] («, -ß, r, -^)ix, y, z, W) = o, 

[11.] («, ß, r» ^) ^^, ^> 2, w") = 0, 

[12.] 09, -«, <y, -y)(jr, y, z, »y) = 0, 

[13.] (<y, y, -/9, -«)(jr, y, z, »f) = o, 

[14] (7, -<?, -«, /9)(J:, y, Z, FF) = 0, 

[15.] {r> ^> -«, -/5)(-sr, y, z, tf) .= o, 

[16.] (<y, -y, -/9, «)(x, y, z, wo = 0. 

I repeat in a new order the sets of coefficients which belong to- 
the seyeral sqnares, viz. these are 

(1.) i« («, -/?, -r, S), 

(2.) (?J (/?, «, -<y, -y), 

(3.) 0" (/3, -«, -<?, y\ 

(4) P? («, /9, -y, -<?), 

(5.) Ä| (y, -J, «, -/9), 

(6.) 5? ((J, y, /9, «), 

(7.) S\ {$, -y, /?, -a), 

(8.) Ä| (7, (y, «, /i), 

(9.) PJ («, -/9, Y, -(^, 

(10.) ^1 (/:?, o, <y, y), 
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and I remark that if we connect these withthe mnltipliers {Y^—X^ W^ —Z), 
we obtain (except that there is sometimes a reversal of all the signs) the 
same linear fonctions of {X, F, Z, W) as are written down ander the same 
nnmbers in Square bracketa above, thus (1.) gives 

(«, -ß. -y, ^) {Y,^X,W,^ Z), which is {ß, a, -.(J, -y) (X, Y, Z, W\ = [1.] ; 
and so (2.) gives 

(/?,«,-<^,-y)(y,-^, w^,-z), which is(-«,/?,y,-(y)(x,y,z,?f), 

or reversing the signs 

{a,^ß,^Y,d){X,Y,Z,W\=:[2.l 

Comparing with the geometrical theory in Ätiitim^'s Memoir, it 
appears that the seyeral Systems of values (l.)t (2.), . . . (16.) are the 
coordinates of the nodes of a 16 -nodal qnartie surface, which nodes lie 
by sixes in the singnlar tangent planes, in the manner expressed by the 
foregoing scheme, wherein each top number may refer to a singnlar tangent 
plane, and then the numbers below it show the nodes in this plane: or 
eise the top number may refer to a node, and then the numbers below it 
show the Singular planes through this node. 

And from what precedes we have the general result, the 16 squared 
double 0-functions correspond (one to one) to the nodes of a 16 -nodal 
quartic surface, in such wise that linearly connected squared functions corre- 
spond to nodes in the same singnlar tangent plane. 

The question arises, to find the equation of the 16 -nodal quartic 
surface, having the foregoing nodes and singular tangent planes: starting 
from one of the irrational forms, say 

>/:4[ip]+>^p]+/c^^ = 0, 

the coefficients A, B^ C are readily determined, and the result written at 



Cayley, on Ae double 6-functions in eotmexion with a i6-nodal quartic surface. 215 

fall lengtfa is 

y2{aß~y<r}iaS+ßy){ßX+aY-^Z-yW)i<fX+rY+ßZ+aW) 

+ ^{a^-ß'-f+ö^) (ay -ßS) {uX-ßY-yZ -\-dW) {yX- dY^- aZ-ß W) 

+ iic^^ß'-f-d^) {ay +ßd) (aX+ß Y-yZ-d W) (/X+ 8Y^ aZ+ß W^ = 0. 

It is a somewhat long, bat nevertbeless interesting piece of algebrücal 
work to rationalise tbe foregoing eqaation: tbe resnlt is 

(JPf-a' J') {ftt'-ß' S") ia'ß' - / <y') . iX*+ y*+ Z*+ W*) 

+ (y^a'-ß'd^)ia''ß'-f^{a*-\-<^-ß*-/).(Y^Z'+X'Vr) 

+ {a'ß'-fd^)Q?f-a'd')(ß*+(f*-y*-a*).{Z'X'+Y^W^ 

-\-(ß'y^-a'&')iy'a^-ß'd^)(y*+d*-a*-ß*).{X^Y^+Z'W) 

-2aßyif{a'+ß'+y^+^{tt'+<r-ß'-f)(ß'+S'-a'-y')iy'+^-a'-ß')XYZ W=0 ; 

or if we write for sbortness 

M=fa'-ß'(P, G = ß'-\-S'-f-a\ 
N=a'ß'-y'^, H=f+^-a'-ß*, 

tben tbis is 

LMN{X*+Y*+Z*+W*) 

+MN{FJ+2L){,Y^Z'-\-X'W) 

+NL(^GJ -\-2M) {Z'X'+ Y^W) 

+ LM{HJ +2N) (r Y^+ 1? W) 

-2aßydFGHJ.XYZW = 0. 

It may be easily verified tbat any one of tbe sixteen points, for in- 
Btance {o^ßfy,^, is a node of tbe surface: tbas to sbow tbat tbe derived 
flinction in respect to X, vanisbes for X, Y, Z, W = a, ß, y, ^; tbe derived 
fnnction bere divides by 2«, and omitting tbis factor, tbe eqaation to be 
verified is 

LMN.2tt'+MN(,FJ+2L)d^+NL{GJ+2M)y''-\-LM(_HJ+2N)ß'-ß'f^'FGHJ = 0, 
viz. tbe wbole coefficient of LMN is 2(a* + /?'+y*+<^), =2J; bence 
tbrowing oat tbe factor J, tbe eqaation becomes 

2LMN+MNF(f''+NLGy'+LMHß'-ß'f^'FGH = 0. 
Writing tbis in tbe form 

Li2MN+ NG f + MHß') = Fd' {GHß" f-MN) 
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we find without difficulty GHß'f-MN=-(ß'-yyL; hence throwing out 
the factor L^ the equation becomes 

N{2M+Gf)+MHß'+F(P<ß'^yy = 0; 
we find 

or throwing out the factor JV, the equation becomes 

2M+Gf + 2ß'^-f{<^''+ß'+^')+/ = 0, 
which is at once verified: and similarly it can be shown that the other 
derived ftmctions vanish, and the point (a, ß^y^S) is thus a node. 

The surface seems to be the general 16-nodal surface, viz. replacing 
Xy y, Z, W by any linear functions of four coordinates we have thua 
4.4—1, =15 constants, and the equation contains besides the three ratios 
a'.ß'.y.dy that is in all 18 constants: the general quartic surface has 
34 constants, and therefore the general 16-nodal surface 34—16, = 18 con- 
stants: but the conclusion requires further examination. 



Göpel and Rosenhain each connect the theory with that of the ultra- 

elliptic functions with the radical iX, =\xA — x.l--lxA--mx.l'-nx; 
viz. it appears by their formulae (more completely by those of Rosenhain) 
that the ratios of the 16 Squares can be expressed rationally in terms of 

the two variables x, x\ and the radicals V-X, 1^ (X' the same function 
of oj' that X is of x). We may instead of the preceding form take X to 
be the general quintic function, or what is better take it to be the sextie 
function a^x.h—x.c—x.d—x.e—x.f—x; and we thus obtain a remark- 
able algebraical theorem: viz. I say that the 16 Squares each divided by 
a proper constant factor are proportional to six functions of the form 

CL — X . CL — X y 

and ten functions of the form 

1 , . ^ 

X .y {rö— J?.6 — oj.c — X .d — x\e — x\f — a:' 

— }^a— a:'.6 — ar'.c— x'.d— ÄC.e— a?./— a?}*, 

and consequently that these 16 algebraical functions of x^ x' are linearly 
connected in the manner of the 16 Squares; viz. there exist 16 sixes, such 
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that in each six, the remaining three fanctions can be linearly expressed 
in terms of any three of them. 

To forther develop the theory, I remark that the six fanctions may 
be represented by A, B, C, D, E, F respectively : any one of the ten 
fhnctions wonld be properly represented hj ABC.DEF, bnt isolating one 
letter F, and writing DE to denote DEF, this ftinction ABC.DEF may 
be represented simply as DE; and the ten fanctions thas are AB, AC, 
AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE. 

Writmg for shortness a, b, c, d, e, f, to denote a—x,h—x, etc, and 
similarly o', h', c', d', e', f, to denote a—x', b—x', etc. we thas have 

(13.) A = aa', 

(9.) B = bb', 

(7.) C = cd, 

D = dd', 

E = ee', (= E), 

F = /r', (= n 



(8.) 
(6.) 

(1.) 
(3.) 



DE = 



(X- 



(4.) CE = 

(2.) CD = 

(14) BE = 



(X- 



(X- 



(X- 



(16.) BD = -^ 



(10.) AE = 
(12.) AD = 



(X- 



(X- 



^ \}labcd[e'r'-i7Vc'def\\ (=/)), 



^ [y'^^e'e'f-Tla'h'deefW (=E), 



^{^abec'df'-ia'b'e'cdfW 



-^ \Vacdb'e'f'~}'a' c'd'bef)^ (= Ä), 



^ Irfaeeb'd^f-ya'c'e'bdfW 



(15.) BC = ,_^y \Udeb'c'f-ia'Se'bcf\ 



^ \ncda'e'f'-\b'c'daef\\ (= A\ 



x') 



■^ l^eea'd^f-H'c'e'adfW 



(11.) AC = -^-l-^^ybdra'c'f'-ib'd;e'acf\\ 

(5.) AB = . ^ „. \\/cdea'b'f-ic'dCe'abr\\ 
where the nnmbers are in aecordance with the foregoing scheine; viz. the 
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scbeme becomes 

(1.) (2.) (3.) (4) (5.) (6.) (7.) (8.) (9.) (10.)(11.)(12.)(13.)(14.)(15.)(16.) 

F CD DE CE AB E C D B AE AC AD A BE BC BD 
B AE AC AD A BE BC BD F CD DE CE AB E C D 
A BE BC BD B AE AC AD AB E C D F CD DE CE 
D C E AB CE DE CD F BD BC BE A AD AC AE B 

m 

C D AB E DE CE F CD BC BD A BE AC AD B AE 

E AB D C CD F CE DE DE A BD BC AE B AD AC. 

There is of course the six A, B, C, D, E, F; for each of these is 
a liuear fdnction of 1, x+x\ xx\ and there is thus a linear relation be- 
tween any four of them. It would at first sight appear that the remaining 
sixes were of two diflFerent forma, Ay B^ AB^ CE, CD, DE, and F, A, AB, 
AC, AD, AE; but these are really identical, for taking any two letters E, F, 
the six is E, F, AE, BE, CE, DE, or as this might be written E, F, AEF, 
BEF, CEF, DEF, where AEF means BCD.AEF etc.; and we thus obtain 
each of the remaining fifteen sixes. The six just referred to, viz. E, F, AE, 

BE, CE, DE, or changing the notation say E, F, A, B, C, D (as indicated 
in the table) thus represents any one of the sixes other than the rational 
six A, B, C, D, E, F; and there is no difficulty in actually finding each 
of the fifteen relations between four functions of the six in question, E, F^ 

Ä, B, C, D. It is to be observed that every such fanction as A contains 

the same irrational part . _ .., Vabcdefa'b'c'd'e f, and that the linear 

relations involve therefore only the diflFerences A^-B, A — C, etc., which 
are rational. Proceeding to calculate these diflFerences, we have for instance 

C-D = -^-^-^Acef€l V d ^c' ^ f ahd-defc:V c' -d e' f ahc) 

= -(^^{cd:-c'd){efa'b'-e'rab\ 

or substitoting for a, a', etc. their yalues a—x, a—x', etc. we have 

cd!-c'd = {x-x'){c-d), 

efa'h'-e'f'ah = {x-x') 



1, 


x-\-x\ 


XX 


1, 


+ 6, 


ab 


1, 


«+/; 


ef 



or say for shortness 

= {x—x)\xx'abef]. 



Cayley, on the double Q-funclions in connexion toilh a 16-nodal quartic surface. 219 

We have therefore 

C-D = ie-d)[xx'abeß, 
and in like manner we obtain the eqaations 

fi_C= ib-c)ixx'adef], Ä~D = {a-d)[xx'bcef], 
C-Ä={c~a)[xx'bdeß, B-D = (,b-d)[xx'caef], 
Ä-B = {a-b) [xx' cdef] , C-D = {e-d)[xx' abeß. 
It is noYT easy to fonn the System of formnlae 

E F J B C D 

= 

= 
= 
= 

= 
= 
= 

= 

= 

= 

= 

= • 

= 
= 
= 0, 

where for shortness ab, ac, etc. are written to denote a—b, a—c, etc.; also 
abc, etc. to denote {b — c){e—a){a—b), etc.: the eqaations contain all of 

them only the differences of A, B, C, D; thus the first eqnation is equiva- 
lent to 

ae.af.bcd(Ä-D)-be.bf.cde(B-D) + ce.cf.dab(C-D) = 

and so in other cases. 

Cambridge, 14*1» March 1877. 
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Further inyestigations on the double ^-fimctions. 

(By Prof. A. CayUy at Cambridge.) 



1 consider six letters 

a, b, c, dy e, f; 
a duad ah not containing f may be completed into the triad abf, and then 
into the double triad abf.cde; there are in all ten double triads, repre- 
sented by the duads 

ab, aCy ad, ae, bc, bd, be, cd, ce, de, 
and the whole number of letters and of double triads is = 16. 

Taking x, x' as variables, I form sixteen funetions, viz. theae are 
[a] = a — x.a^x', 

'•■'"" (x—xy \^ c-^af.d—af.e—x^"' c^x .d—x.e—x i^ 

where the function under eaeh radical sign is the product of six factors, 
the arrangement in two lines being for convenience only: the sign + has 
the same yalue in all the functions, and it will be observed that the ir- 
rational part is 

, 2 -j/a — X .b — X ,c — X .d — x ,e — x ./" — x 

"~ ■"" (x—x^y V a—x'.b-^x^.C'-af.d—af.e'-x^.f'-af^ 

viz. this has the same value in all the funetions. 

The general property of the double ^-funetions is that the Squares 
of the sixteen funetions are proportional to constant multiples of the sixteen 
funetions [a], [oA]; but this theorem may be presented in a mueh more de- 
finite form, viz. we can deteimine, and that very simply, the actual expres- 
sions for the constant factors; and so enunciate the theorem as foUows; 
the Squares of the sixteen double li^-functions are proportional to sixteen 
funetions — {a}, +{a6}; where, in a notation about to be explained, 

{a} = >^[a], {ab} = l/^[a6]. 

Here in the radical }/a, a is to be considered as Standing in the first place 
for the pentad bcdef, which is to be interpreted as a product of diflferences, 
= bc.bd.be.bf.cd.ce.cf.de.df.ef (wheve be, bd, etc. denote the diflFerences 

b—c, b — d, etc.). Similarly, in the radical l/ab, ab is to be considered as 
Btanding in the first instance for the double triad abf.cde, which is to be 



Cayley, further inveMtigtUions on the double &-funetions. 221 

interpreted as a prodnct of differences, =ab.af. bf. cd. ce.de (where ab, af, etc. 
denote the diflferenees a— 6, o— A ©tc.) 

It is convenient to conaider a, b, c, d, e, f as denoting real rnagui- 
tudes taken in decreasing order: in all the producta bcdef, etc., and in 
each tenn abf or cde of a product abf.cde^ the letters are to be written 
in alphabetical order; the diflferences 6c, 6d, etc., ab^ af^ etc. which preaent 
themaelvea in the aeveral producta are thua all of them poaitive; and the 
radicala, being all of them the roota of poaitive quantitiea, may them- 
aelvea be taken to be poaitive. 

We have to conaider the valuea of the functiona [aj, [ai], or ja|, 
|a6|, in the caae where the variablea x, x become equal to any two of the 
lettera a, b, c, rf, e, f; it ia clearly the aame thing whether we have for 
inatance x = b, x' = Cy or a? = c, a?' = b^ etc. : we have therefore to conaider 
for X, x' the fifteen valuea ofc, ac, ... af, ... ef; there is beaidea a aix- 
teenth aet of valuea x, x' each infinite, without any relation between the 
infinite valuea. 

Taking thia caae firat, x, x' each infinite, and in [afr], etc. the aign 
+ to be +, we have 

[a] = xx\ [ab] = -^— ^ 

or, attending only to the ratioa of theae valuea, 

where 7 ^ ia infinite, and the valuea may finally be written 

whence alao, for x, x' infinite, 

\a\ = 0, \ab\ = }/äb 

the radical iab being underatood aa before. 

Suppoae next that x, x' denote any two of the lettera, for inatance 
o, b; then two of the functiona [a] vaniah, viz. theae are [a], [i], but the 
remaining four functiona acquire determinate valuea; and moreover four of 
the functiona [ab] vaniah, viz. theae are [ai], [cd]^ [ce], [de], for each of 
which the xx lettera a, b occur in the aame triad (the double triada for 
the four functiona are in fact ab f. cde, cdf.abe, cef.abd, def.abc) ; but the other 
six functiona [a6], for which the lettera a, b occur in separate triada, 
acquire determinate valuea. 
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It is important to attend to the signs: for example if x, x' 
we have 



= 6, c. 



[ce] = 



[c] = ce.cb^ 
i cb.eb.fb 



(bey fie.be. de^ 



= —bc.ce 

_cb.fb 
ae.de^ 



bc.bf 
ae.de^ 



Table I, of the valnes of [a], [ab], etc. 



«, 


sf = oooo 


ab 


ac 


ad 


ae 


af 


bc 


bd 




[«] 




















-\-ab.ac 


-{■abMd 




[b] 








—ab.bc 


—ab.bd 


— ab.be 


-ab.bf 










w 





-{-acbc 





—ac.cd 


—ac.ce 


—ac.cf 





—bc.cd 




M 





+ad.bd 


•^ad.cd 





— ad.de 


—ad.df 


+bd.cd 







w 





-}- ae.be 


-{-ae.ce 


•^ ae.de 





—ae.ef 


-\-be.ce 


-{•be.de 




[AJ 





+af.bf 


+af.cf 


+af.df 


+af.ef 





+bf.cf 


+bf.df 




[«6] 


■\-abf.cde 





_,ad.ae 
'^bc.cf 


,ac.ae 
'^bd.df 


,ac.ad 
"^bcef 





,ac.bd 
"^bexf 


, ad.be 
"^bcdf 




[ac] 


•\-aef.bde 


ad,ae 
'^bc.bf 





n ab.ae 
'^cd.cf 


.ab. ad 
"^cexf 





,ab.bf 
'cd.ce 







[ad] 


'\-adf.bce 


ac.ae 
'^bd.bf 


ab.ae 
cd.cf 





.ab.ac 
"^dcef 








_ab.bf \ 
cd.de \ 


[ae] 


'^aef.bcd 


ac.ae 
'^be.bf 


^ab.ad 
ce.cf 


ab.ac 
'^de.df 











^ 


[bc] 


-\-bcf,ade 


^ac.af 
bd.be 


_ab,af 
cdxe 








ab.ac 
-df.ef 





06.6« 
~cd.df 


[bd] 


'\'bdf.cu:e 

• 


ad.af 
bebe 





ydb.af 
"^ cd.de 





ab.ad 
cf.ef 


, ab.be 
'^cd.cf 





[be\ 


-{•bef.acd 


ae.af 
bc.bd 








ab.af 
ce.de 


ab.ae 
-cf.df 


,ab.bd 
' ce.cf 


.abJ>e 
"^de-df 

1 


[cd\ 


-\-cdf.abe 





,ad.af 
"^ bc.ce 


, ac.af 
'^bd.de 


• 



ac.ad 
-bf.ef 


, acbd 
^'bf.ce 


tOdbc 
'^bf.de 




[ee] 


+cef,abd 





,ae,af 
' 6c.crf 





__ac.af 
be.de 


ac.ae 

-bf.df 


, ac.be 
'^bf.cd 







[de] 


-\-def.abc 








__ae.af 
bcxd 


ad.af 
be.ce 


ad.ae 
-bfxf 





ad.be 
T'hf.cA 
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'where the he, ce etc. denote diflFerences; [ce] is the prodnct of four dif- 
ferences: the arrangement m two lines is for convenience only. 

We thus obtain the series of values of [a], [a6], etc. which although 
only required as subsidiary to the detennination of the corresponding values 
of |a|, |a6j, I nevertheless give in a table. 

for fhe slxteen special valnes of x, x\ 



be 


bf 


cd 


ce 


cf 


de 


df 


ef 


■^ah.at 


—bc.ce 
-bd.de 


+bf.ef 


+ab.af 


—bc.cf 
-bd.bf 
—be.ef 




+ac.ad 
+bc.bd 




+cc.cte 
+cf.df 


-\-ac.ae 
+6c.6c 


—-cd.de 


+cf.ef 


-\-ac.af 
+bc.bf 


-ed.df 
— ee.ef 




■\-ad.tu 
■^bd.be 
■\- cd.ce 




+df.ef 


-\-ad.af 
+bd.bf 
+cd.df 


—de.ef 




■\-ae.af 
+be.bf 
-\- ce.ef 
+de.df 






,ae.bc 
^bd.ef 





.abJbf 
"^ ce.de 

_abM 
ce.ef 

^ad.bc 
de.ef 





ae,bc 
"bfde 

^ae.b9 
bf.ce 




.ab,bc 
+df.ef 

, a6.5d 
+cf.ef 

, ab.be 
+cf.df 







af.bc 
^bd.ef 

af.bc 
"^bcdf 

afbd 
be.ef 




^ad.bc 
ce,df 

^ac.bd 
cf.de 



_^ac.bd 
ce.df 

ad.bc 
cf.de 





ac.6c 
de.df 

__ad.bd 
ce.ef 




ae.bc 
cd.ef 



.ac.be 
'^cf.de 

_ac.be 
cd.ef 



.ae.bc 
'^cf.de 

.ae.bc 
"^de.ef 



ae.be 
cd.cf 


acAc 
df.ef 



,ac.bf 
'^cd.ef 

,ac.bf 
"^ce.df 



, af.be 
'^cd.ef 

,af.bc 
'^ ce.df 





_af.bf 
cd.ee 






,ae.bd 
'^cd.ef 

1 ad.be 
+cc.d/' 



, ad.be 
'^cd.ef 

,ae.bd 
'^ce.df 

,ad.bd 
'ce.ef 

, ae.be 
'^cddf 




ad.bd 
cf.ef 

_ad.bf 
cd.ef 



.ad.bf 
'^cf.de 

_af.bd 
cd.ef 



,af.bd 
'^cf.de 



,af.bf 
~cd.de 




ae.be 
~cf.df 

ae.bf 
ce.df 

ae.bf 
cf.de 



__af.be 
ce.df 

_af.be 
cf.de 



_af.bf 
ce.de 
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The Blgns are given as thej were actually obtained, but as we are 
concerned only with the ratlos of the functions, it is allowable to change 
all the ftigns in any colamn: and it appeare that there are fonr colnmns 
in each of which the sign» are or can be made all +; whereas in each 
of the remaining twelve columns the signs are or can be made six of 
them +, the other four — . 

To pass to the valnes of jaj, \ab\, etc.; we have for example, from 
the ab colnmn of the foregoing table, 

\c\ = +]'c.ac.bc^ 

\d\ = +}^d.ad.bd, 



|ac| = -IOC. j^j^. 



where (since the radicals are all positive) the signs are correct: sabstitntiiig 
for the quantities ander the radical signs their füll valnes, and sqoaring 
the rational parts in order to bring them also ander the radical signs, this is 

jc| = +Sab.ad.ae.af.bd.be.hf.de.df.ef.ac^.bc^^ 
\d\ = -{^yab.ac.ae.af.bc.be.bf.ce.cf.ef.atP.bdl^^ 

\ae\ = —}'ae.af.cf. bd.be. de.ac^.ae^.bc^.bf^ 
where all the expressions of this (the a6-colamn) have a common factor, 
ac.üd.ae.af.bc.bd.be.bf: and omitting this £actor we find 

\e\ = +]ab.ac.bc.de.df.efy 

\d\ = +yab.ad.bd.ce.€f.efy 



\ae\ = —iad.ae.de.bc.bf.cf, 
vi», roourring to the foregoing Condensed notation, this is 

|c; = +yde, 

!ac| = - }Tc, 
»Uli ii) tMct, tho tornM i» the several columns have only the ten yalaes 
liiA. Ii»«'. Ptt\ o»oh with it8 proper sign. Irepeat the meaningof the notation: 
nh iitand» Im tho flwt iiistiuioe for the double triad abf.ede, and then this denotes 
» |»rt»dui't t>f dltrertMMH» ab.af.hf.c4.ce.de. We have thus the foUowing table 
In wliloh I havo in aovoral cases changed the sign» of entire columns. 
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Table n of the fiinctions {a}, {ab\, etc. for the sixteen special valnes of x, x. 



ab 



ac 



ad 



ae 



«/• 



bc 



bd 



be 



bf 




ce 




df 



ef 












1 










i 
4- /de 4-/cc 


-Vcd 


-/a6 


-/6c 


+VW +Vac 

1 


4-/6C 


4-/äd 








-/de 


—Vce 


+/cd 


+/a6 














—Vae 


4-/ad 


1 

4-/6c 


4-/0C 


4-/6d 





-/de 





-Vbe 


+/6d 


+/ac 





—Vae 


4- /od 


4-/6C 











4-/06 


4-/cd 





-/ce 


+Vbe 





+/6c 


+/äd 


4-/ae 





4-/ac 


4-/6d 





-/fl6 


-Vcd 








o 


-/cd 


+Vbd 


+/6c 





+/ae 


4- /od 


4-/ac 





4-/6e 


-/o6 





-Vce 





-Vde 


o 


-Vab 


+}/ae 


+Vad 


—Vae 





4-/6C 


4-/6d 


/6e 





-Vcd 


4-/ce 


1 




4-/de 





+Vab 





+Vbc 


+Vbd 


-Vbe 





4-/ac 


4- /od 


—Vae 











-/de 





—Vce 


-\-Vac 


+/6c 





+Ved 


— Vce 





4-/o6 








-/de 


4- /od 


—Vae 








-Vbe 


-{-Vad 


+/6d 


-Vcd 





-Vde 








-/a6 





—Vce 


4-/0C 





-{■Vbe 


-\-Vae 





-\-Vae 


4-/6« 


—Vce 


-/de 














-/o6 


-Vcd 





4-/flc 


4-/6d 


+Vad 


4-/6C 


J^Vhe 


-f/ac 


-Vab 








+/de 





-Vcd 


4-/ce 





4-/6d 




-/6e 








-Vae 


+Vbd 


+l/ad 





+Vab 





+/ce 


4- /cd 





4- /de 





4-/6C 





4-/oe 


4-/6e 





jfVb« 


+Vae 








-\-Vab 


4- /cd 


4-/cc 


4- /de 











4-/6c 


4- /od 


4-/6d 


4-/0C 


+ /cd 





-f-/ad 


+ /ac 





4-/6e 


4-/6d 


4- /6c 





4-/äe 





4- /de 





4-/ce 





■\-V^ 





-f-/ae 





+/ac 


4-/6d 


4-/6e 





4- /6c 


4- /od 


4- /de 





!4-/cd 

1 


4-/Ö6 


4- /de 








—Vae 


+/öd 


4- /6c 





-/6c" 

i 


4-/6d 

1 

1 


4-/ac 

1 


4-/ce 

1 
1 


-Vcd 


1 

-/06 ■ 

1 






— Vae 



-Vbi 



-V 



ce 



-Vdi 











4-/cd 
4-/6d 
4- /6c 







4-/od 



+/ 



M 







4-/06 
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Cayley, furiher investigations on ihe double &'functions. 



Referring now to GöpeF& memoir, this Joum. t 35 (1847) pp. 277—312, 
we have the sixteen double ^^fanctionB 

P, F„ P„ F3; iQ, Öl, fÖ2, Q,] iR, tÄ„ Äa, A3; S, iS,, iS,, S„ 
where the six funetions affected with the •(= V— 1) are odd functions, van- 
ishing for the valnes 11 = 0, 11' = of the argumeuts ; it is convenient to take 
00, 00 as the values of x, x' corresponding to these yalnes 11 = 0, 11' = : 
the expressions \a\ will thus conespond to the six Squares — ip^, ^^27 
— Ä', —^1? —'Si, — iS^, and the expressions \ab\ to the remaining ten 
Squares P^i P[^ • • • jS^ ; and after some tätonnement, I succeed in establishing 
the correspondence as foUows 

fi?? SJ? Ri^Rt Q 'i Qlt Q\i P\i P^j S^? ^7 ^? ^j Qh Rlj ^21 

= I«!, 1*1, kl, |rfj, |e|, \f\, \abU \acU \ad\, \aeU \bcU \bd\, \bel [cd], \eeU Irfej, 
viz. the sixteen sqnared double ^-fiinctions are proportional to the sixteen 
expressions — jaj, + ioÄ|, as hereby appearing. 

We have, Göpei p. 283, a table showing how the ratios of the double 
^-funetions are altered, when the arguments are increased by the quarter- 
periods A, B, A+B, K, L, K+L (that is when u, u' are simultaneously 
changed into u-\-A, u' + A' or iÄto u+B, u'-\-B etc.): if instead, we con- 

Table m of the sixteen forms of 







B 



A+B 



K 



K+A 



K+B 



K+A+B 



-Ä? 

-R* 

-Q* 
-Ql 

Ol 
P\ 



-S*=a 
-SJ=6 
-Ä»=c 

-Ql=f 



-S*=-ae 

-Ä»=+d 

-Ä»==+c 

-Q]=-ab 

-Ql=-cd 



-Si=-6e 
-Ä|=-ce 
-Rl=~de 

-01=+/- 

-Q*=+e 



■Ä|= 

01= 



6 

a 
-de 
—ce 
-cd 
-ab 



+Ä»=d« 
-R\=c 

S*=ae 
P*=ad 
P|=6c 



Äi= 



-S»= 

PI- 

Pi= 



ce 
d 

-ae 

-b 
ac 
bd 



Ä*=-d 

S|=-o 
^5= 6c 
P*= ad 




Q]=ab 
P]^ac 
P*=ad 



s» 


S' 


^■ae 


PI 


P3 


-6c 


PI 


''J 


bd 


ÄJ 


s? 


be 


CJ 


Ol 


; cd 


/'l 


II] 


[ ce 


Ä| 


in 


l-de 



acoo 



P»= 
PJ= 

P»= 

Äj- 

cd 



-« 


01= cd 


01= 


-f 


ad 


P|= 6d 


Pl= 


bc 


ac 


P»= 6c 


Pl= 


bd 


-6 


Sl^-a 


S|= 


be 


6d 


P*= ad 


PJ= 


ac 


6c 


PJ= ac 


P»= 


ad 


-a 


Sl=-6 


s»= 


ae 


-f 


0«= a6 


(?»= 


-e 


de 


Ä*=-c 


Ä»- 


-d 


ce 


Ä*=-d 


Ä»= 


-c 



ef 



ab 



P*=ac 
Q]=ab 
-(?*=« 
-Ä»=d 

-Ol=f 

Ol=cd 
ÄJ-ce 
P|=6d 
SJ=6e 
Sl=a 

bc 



P»= ad 
Q*=-e 
-Ol=-ab 
-ÄJ= c 
(?J=-cd 

Ol=-f 

Rl= de 
P|= 6c 
S»=-o 
■S|=-6c 

6d 



PJ= 6d 

01= cd 

01= f 
Ä*=-de 

-0*= « 
(?J= 06 
ÄJ= c 
PJ= ac 
S»=-6 
S*-- ae 

ad 



PI 
Ol 

-Ol 

-Rl 

-Ol 

0* 
Ä» 



6c 

-r 



=-e 



=-d 



P»= 
ac 
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sider the sqnared fnnctions , the table is very much simplified (inasmuch 
as in place of the coefficients +1, + 1, it will contain only the coefficients 
±1): and we may complete the table by extending it to all the combi- 
natiöns 0, A, B, A+B, K, K+A, K+B, K+A+B, L, L+A, L+B, 
L+A + B, K+L, K+L+A, K+L+B, K+L + A+B of the quarter periods : 
we have thus a table included in the annexed Table III, viz. attending 
herein only to the capital letters P, Q, R, S, the sixteen colamns of the 
table show how the ratlos of the terms — S^, — SJ, etc. of the first column 
are altered when the argnments are increased by the foregoing combinations 
of quarter-periods , as indicated by the headings 0, A, B, etc. of the sev- 
eral colamns. 

But I have also in the table inserted the values to which — i^, — SJ, etc. 
are respectively proportional, viz. the table runs — S^ = a, — SJ = 6, etc. (read 
— S^== |a|, — SJ= |6i, etc., the brackets |t having been for greater brevity 
omitted throughout the table), and where it is of course to be understood 
that— Sj, — SJ, etc. are proportional only, not absolately eqnal to |a|, |6|, etc. 
And I have also at the foot of the several columns inserted suffixes oo oc ; 
aby cd, etc. which refer to the columns of table II. 

the sqnared double ^-ftmctions. 



L 


L+A 


L+B 


L+A+B 


K+L 


K+L^A 


K^L+B 


K+L+A+B 


-Qi-f 


-Ql-'-cd 


-0*= e 


-Q]=-ab 


Pl=bc 


PJ= bd 


P*= ad 


PJ= ac 


(?»=a6 


Q*=-e 


Ql= cd 


Q\—f 


P]=ac 


P»= ad 


P»= M 


P*= 6c 


P\=ac 


P»= ad 


PJ= bd 


P|= 6c 


Q\^ab 


0»=-e 


(?J= cd 


(?!=-/• 


P^=ad 


7»»= ac 


PJ= 6c 


Pl= bd 


-0»=e 


-Q\^-ab 


-01= f 


-(?|=-cd 


S^^ae 


S»=-6 


S»=-a 


SJ= 6e 


-Ä»=d 


-fi»= c 


-Rl=-de 


-fi»=-ce 


-Sl=^a 


-SJ=-6c 


-S*=-ae 


-' 1= 6 


fij=de 


Ä}= ce 


R*==-d 


Ä»=-c 


-S*-6 


-S^^-ae 


-SJ=-6e 


-S»= a 


-BJ=c 


-Ä»= d 


-R* -ce 


-Ä»— de 


-R^-^c 


-Ä»- d 


-fi»=-rc 


-R\=-de 


-S»=6 


-S^^-ae 


-SJ=-6e 


-S«- a 


-Ä«-d 


-fi»- c 


-Ä|=-de 


-R\^-ce 


S*^ae 


S»= 6 


SJ=-a 


S|= 6e 


-0*e 


-0]=-ab 


-Ol- f 


-Ol— cd 


P^^ad 


P\= ac 


P*- 6c 


PJ= bd 


fi|=rfe 


ÄJ= ce 


Ä«— rf 


ÄJ=-c 


-S\=a 


-Sl^-be 


-S*=-ae 


-S]= b 


'. Ä|=cc 


ÄJ- de 


Ä»=-c 


i?»=-d 


Sl^be 


Sl^-a 


S]=-b 


S* - ae 


Ql=cd 


(?!=-/" 


Q]^ ab 


0»=-e 


Pl-bd 


PJ- 6c 


P»= oc 


P»= ad 


S\=be 


S|— o 


S*=-b 


S»= ae 


Rl=ce 


Ä»= de 


Ä»=-c 


ß»=-d 


Pl^bd 


P»= 6c 


P»= ac 


P'= ad 


Ql=cd 


Ql-f 


OJ- 06 


(?»=-e 


P\^bc 


PI- bd 


P»= ad 


P»= ac 


-Q\=f 


-Ql—cd 


-0*= c 


-(?«=-a6 



af 



be 



ae 



M 



de 



ce 



29 



df 



cf 
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Comparing the first with any other column of the tahle for instaace 
with the second column, the two colnmns respectively signify that 



-Siiu) = |al, 
-Sli«) = |6|, 



-^(u+A) = -\be\, 
-Sl{u+Ä) = -H, 

QKu+Ä) = -je|, 



where as before = means only that the terms are proportional ; u is written 
for shortness instead of (k, «'), and so ii+-4 for {u+A, u' + Ä)^ etc.: the 
variables in the fanctions |a|, |6e|, etc. are in each case x^ x'. Bat if in 
the second column we write u—A for A, then the variables x^ x' will be 
changed into new variables y, y\ or the meaning will be 



-Si{u) = |a|, 

-Sliu) = |6|, 

■ 

QUu) = |a6|, 



-Sliu) = -|oe!, 



so that omitting from the table the terms which contain the capital lettera 
Pf Qy ^y ^9 except only the outside lefthand column — SJ, — SJ, etc., the 
table indicates that these fanctions — S^, — SJ, etc. are proportional to the 
fdnctions ja|, |6j, etc. of x^ x' given in the first column; also to the fanctions 
— (6e|, — |ö^(7 etc. of y, y' given in the second column; also to the 
fanctions — jo^l, ^l^^l? etc. of z, z' given in the third column; and so on^ 
with a different pair of variables in each of the 16 columns. 

Thus comparing any two columns, for instance the first and second, 
it appears that we can have simultaneously 



iCf Qu 



1« 



-|6e|, 

-H, 



\ah\ = -|e| 



(fifteen equations, since the meaning is that the terms are only proportional, 
not absolutely equal), equivalent to two equations serving to determine Xy x^ 
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in terms of y, y' or conversely y, y' in terms of x, x\ The fnnctions in 
each colnmn form in fact 16 sixes, such that any fonr belonging to the 
same six are linearly connected; and in any such linear relation between 
fonr fnnctions in the lefthand colnmn, substituting for these their valnes as 
functions in the righthand column we have the corresponding relations 
between fonr functions out of a set of six belonging to the righthand column, 
or we have an identity = 0. I will presently verify this in a particular case. 
If in any column we give to the variables the values oo, oo we ob- 
tain for the terms in the column the values which the terms of the first 
column assume on giving to x^ x' the values shown at the foot of the 
column in question ; thus in the second column giving to the variables the 
values oo, 3o the column becomes 

-Vhe, -iäe, 0, 0, -iah, -icd, 0, Vörf, i~äc, 0, iÜ, ibc, 0, 0, ide, fce 
which is in fact the cJ-column of table II: this is of course as it should 
be, for the values in question are those of the functions — S1, —SJ etc. 
on writing therein x, x' = c, d. 
The formulae show that 

yä6, ^äc, iäd, iäe, ibc, ibd, fbe, icd, fce, Yde 
are in fact proportional to 



*?, 



raj, 



Bi' 



®2, 



ö>J, 



o\. 



k^ 



3J 



ifh 



ifl 



9*1 



(Jti , kl etc. are Göpef» k', k", . . .) and this gives rise to a remarkable 
theorem, for the ten Squares are in fact fnnctions of only fonr qnantities 
"> ß> 7i ^ (GöpeFs t, u, V, er). For greater cleamess I introdnce Single 
letters A, B, . . . J and wri 

A = abc.def= 

B = abd.cef= 

C = abe.cdf = 

D = abf. cde = 

E=:acd.bef= 

F = ace.bdf = 

G = acf. bde = 

H = ade.bc/'= 

I ■= adf. bce = 

J = aef. bdc = 



Vdef = 

]'^y=k*, 



= 4(«/+/3<y)', 

= 4{ad+ßyf, 

yac)' = Cö*, =4:{ad-ßy)\ 
}fbcy = m\, ==^{ay-ßd)\ 
fadf =iS% =4 {aß~yd)\ 
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viz. it has to be shown that Ä, B, .. . J considered as given fanctions of 
the six lettere a^ b, c, d, e, f are really functions of foor qoantities 
a, ß, y, d; or what is the same thing, that A, B, . . . J considered as 
functions of a, 6, c, rf, e, f satisfy all those relations which they satisfy 
when considered as given functions of a, /?, y, d. 

Now considering them as given functions of a, ß, y, d^ they ooght 
to satisfy six relations; and inasmuch as, so considered, they are in fiact 

linear functions ofa*+/?*+/+(^, ol'ß^+r'^^ «V+Z^^cT^, d^S'-^-ß'Y^ aßyd, 
five of these relations will be linear: there is a sixth non-linear relation, 
expressible in a variety of diflferent forms, one of them, as is eaaily verified, 

being fAJ± VCG± fÖF = 0. 

Now considering A, B ... J as given functions of a, b, c, rf, e, f 
there exist between them linear relations which may be obtained by the 
consideration of identities of the form 

abcd = 0, 
abcdef 

where the lefthand side is used for shortness to denote the determinant 

= 0. 



1, 


1, 


1, 


1 






«, 


6, 


c. 


d 






«', 


*^ 


c\ 


iP 






1, 


1, 


1, 


1, 


1, 


1 


«, 


b, 


c. 


d, 


e, 


f 


_2 


b\ 


c\ 


rf*, 


e\ 


r 



We thas obtain between them a System of fifteen linear relations which 
present themselves in the form 

(1.) A-J+E-B = 0, 

(2.) -A-I + F-C = 0, 

(3.) A-H+G-D = 0, 

(4.) -B-G+H+C = 0, 

(5.) B-F+I + D = 0, 

(6.) C-E+J-D = 0, 

(7.) -E-D-H+E = 0, 

(8.) E-C-I+G = 0, 

(9.) F-B-J-G = 0, 
(10.) H-A+J-I = 0, 
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(11.) ~J + /)-G+/ = 0, 

(12.) J^C-F+H = 0, 

(13.) . J+B^E^H = 0, 

(14.) G + A+E-F = 0, 

(15.) D-A + B-C = 0, 
which are all included in the equations (10.), (4), (12.), (15.), (6.) which 
serve to express G, B, E, F, I in terms of D, H, C, A, J [i. e. oc, ce, eb, 
bd, da in terms of ab, bc, cd, de, ea, if for the moment we write G = ac, etc.]. 
Bnt the five linear relations in qnestion are it is at onee seen satisfied by 
A, B, . .. J considered as given fanctions of a, ß, y, d. 

The equation iAJ±fDF±iCG = 0, substituting iot A, B, ... J 
their valnes in terms of a, b, c, d, e, f becomes 

iabc . de f. aef. hcd + fabf. cde . ace . bdf± Vabe . cd f. acf. bde = 0, 

which (omitting common factors) becomes l/bc^. ep + ibf^. ce^ + ibe^. cp = 0, 
or taking the proper signs, this is the identity bc.ef-^-be.fc+bf.ce^^Q. 
It is to be noticed that 

cr + a^-ZS'-y^ 2{aß^yS), 2{Ya+ßd), 

2{aß+yd), ^+ß'^f^a\ 2(ßy^ad), 

2(ya-ßif), 2(/9y+«<J), ^'+f-^'-ß', 

each divided by ^^+a'^+ß^+y'^ form a System of coefficients in the trans- 
formation between two sets of rectangular coordinates: we have therefore 

^äb, Väd, i~ce, 

fbe, ide, fäc, 

ibc, Vcd, iae, 
each divided by ^lbd, and the several terms being taken tcith proper signs, 
as a System of coefficients in the transformation between two sets of rec- 
tangnlar axes, a resnlt which seems to be the same as that obtained by 
Hesse in the Memoir „Transformations-Formeln für rechtwinklige Ranm- 
Coordinaten"; this Joum. t. 63 (1864) pp. 247-251. 

The composition of the last mentioned System of fanctions is better 

Seen by writing them under the ftiUer form iabf. cde, etc., viz. omitting the 
radical signs the terms are 

ab f. cde, adf.bce, abd.cef 

bef. acd, de f. abc, acf. bde 

bcf. ade, cd f. abe, aef. bcd 
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each divided by bdf.ace; or in an easily understood algorithm the terms are 

bf.d df.b bd.f 

a.ce 



bf.d df.b bd.f 
bf.d df.b bd.f 
bf.d df.b bd.f 



e.ac 

c.ae 
each divided by bdf.ace. 

Reverting to the before mentioned comparisou of the first and second 
columns of Table III, four of the equations are 

x,x' y,y' x,x' y,y' 

\c\= \d\, that is }^clc]= }^[d], 

\d\ = lc| , that is fd [d] = fc[c] , 

\e\ = - \ab\ , that is fe[e] = - ^äb[ab] , 

\f\ = - lcd\ , that is fflf] = -}f^[cd], 

viz. the four terms on the lefthand side are not absolutely eqnal, but only 

proportional to those on the righthand side. Substituting for fc, Yd, etc. 
their values, and introducing on the righthand side the factor 

yac.bc.ce.cf.ad.bd.de.df 
the equations become 

XX yy 

[c] = ac.bc.ce.ef[d]^ 

[d] = ad.bd.de.df[c], 

[e] = — ce.de[ab]^ 

[/] = - cf.dflcd]. 

The functions on the lefthand satisfy the identity 

deflc]-efc[d]+fcd[e]-cde[f] = 0, 
or as this may also be written 

deflcj-cefld^ + cdflej-cdelf] = 0. 
Hence substituting the righthand values the whole equation divides by 
ce.de.cf.dfy and omitting this factor it becomes 

ef.ac.bc[d[]'-ef.(id.bd[c\-cd\[ab]'-[cd]\ =0, 
where the variables are y, y' : it is to be shown that this is in fact an 
identity, and (as it is thus immaterial what the variables are) I change them 
into Xy x\ 
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ac.6c[cfj — arf.ferf[c] = (a— c)(6 — c)(rf— a:)(i/— a?') 

-(a-rf)(6-rf)(c-x)(c-a?') 

= (C — rf) 1, X + x', XX 

1, a+by ab 
1, c+d, cd 
= cd[xxabcd] 



sappose. 



We have moreover 






-r {abdd - a'6'crf) (e/- ef), 



where for the moment a, 6, a', etc. are written to denote a— x, b—x, 
a—x^ etc.; we huve then 

e'f-ef* = {e'-x){f-x) = - (e - /^) (a? - x') = -efix-x') 

and 
aftc'if - a'6'crf = (a ~ x) (6 - x) (c - a?') (rf- x') = - (x - x') 

-(a-x)(6-x')(c-x)(£/-x') 

= — (x — x') [xx'aftcrf]. 

Hence [a6] — [crf] = ef [xxabcd] , and the equation to be verified 
becomes {ef.cd-'Cd.ef)[xx'abcd]=^Oj viz. this is in fact an identity- 

Cambridge, W^ March 1877. 



1, 


x+x', 


xx' 


1, 


a+b. 


ab 


1, 


c + d, 


cd 
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Ueber die Darstellung der KummersGlieTi Fläche vierter 

Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten durch die 

GöpehGhe biquadratische Kelation zwischen vier 

Thetafunctionen mit zwei Variabein. 

(Von C. W. Borchardt) 



In der merkwürdigen Abhandlang: Theoriae transcendenlium Abelia- 
narum primi ordinis adumbratio levis (Bd. 35, p. 277 dieses Journals) hat 
Göpel bekanntlich den Znsammenhang zwischen den Thetafunctionen mit 
zwei Variabelii und den hyperelliptischen Integralen, welche eine Quadrat- 
wurzel aus einer ganzen Function fttnften (rrades enthalten, festgestellt, 
indem er hierbei die Transformation zweiter Ordnung der Thetafunctionen 
als HUlfsmitter benutzte. 

Ich werde in den folgenden Betrachtungen, die sich speciell auf die 
von Göpel aufgestellte biquadratische Relation zwischen gewissen Systemen 
von vier Thetafunctionen beziehen, die Göpekclae Bezeichnung zwar er- 
wähnen, dieselbe indessen durch die Weierstrciss^clie Bezeichnung ersetzen. 

1. Göpel beginnt damit, sechzehn transcendente Functionen auf 
folgende Weise zu definiren. Es sei 

f{a,ß) = r{u + 2aK+2ßLf + r'{u'+2aK' + 2ßLy-ru'-ru'\ 
und es mögen a, b reihende Elemente bezeichnen, welchen alle ganzzahligen 
Werthe von — oo bis +oo beizulegen sind. Man setze nach einander 

(P.) a = a, /? = b, 

m « = a+i, /S = b, 

(Ä.) a = a, /? = b+i, 

(S.) a = a+i, ß=-h+i' 
Der auf diese Weise vierdeutigen Exponentialgrösse e^^"'^ gebe man 
die vier Vorzeichen 

r = 1, 

«' = (-i)N 
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SO werden durch die Gleichungen 

P" = ;S'(-1)« e/(«-»>, 
f = ^(-l)»e^<«-»>, 

Q'" = ;S'e^'<'+»'«, 
iß" = -2'(-l)«e/(«+*'»», 



Ä" = J2'(-l)«c^t'''»+«, 

♦S' = ^(-l)»e^<«+»'»+»>, 
5 = ^( _!)«+» g/(.+it+i)^ 



in welchen i = V— 1 , und die Summen -2" auf alle ganzzahligen Werthe 
0, b von — 00 bis + oo auszudehnen sind, die sechzehn &dj9e/8chett Functionen 
definirt. 

Setzt man 



2{rKu+r'K'u') = nivi, 
2{rLu + r' L'u') r=:/r»c,, 



4(rÄ'' + r'Ä"^) =7r«T„, 
^rKL+r'lCL') = niTu = 7i«t,i, 
. 4(rr + r'L") =7rtT„, 

so stimmen die oben definirten sechzehn &öpe/schen Functionen mit den 
Wcter#/ro»#8chen i^-Functionen in der Weise Uberein, dass 

F"(u, «') = 9, (e., e,) , Ä"'(«, «') = .^4 («., «.) , 



P" («, «') = .^,,(e„ »j) , 
P' («,«') = <?34(e., «a) , 
P («,«') = i?„ (e„ Cj) , 

^' («,«') = ^2 (»1, »2), 
p («, «') = ^, («1,«,)» 



R" («, «') = ^.b(p 
R' (.«, «') = ^3 (» 
Ä (a, «') = ^^.m(» 

S"'(k, «') = 9„{v 
S' («, «') = ^mC© 



»*2)» 
5*2), 
?<'2), 

>*'2), 

7*2)» 
(«1, «2). 



S {u,u') = -&,. 
Ordnet man nun die sechzehn ^-Functionen in folgendes Quadrat 

pin pn pi p 

R" R" R' R 

Q'" Q" Q' Q 

S'" S" S' s 

30* 



236 Borchardt, die Kummersche Fläche dargesielli durch die Göpelsche Relation. 

oder was dasselbe ist 



»0 


^12 


^« 


». 


». 


^i\i 


.9, 


^1)4 


^m 


^%n 


'% 


^. 


»^23 


»n 


'%* 


— "^14, 



SO sind in diesem Quadrat die zehn «^-Functionen , welche in der ersten 
Horizontalreihe, der ersten Verticalreihe und in der Diagonalreihe stehen, 
gerade Functionen von r>i , V2 (oder, was dasselbe ist, von u, u\ die übrigen 
sechs t?- Functionen dagegen ungerade Functionen. Die Nullwerthe der 
i9-Functionen, d. h. die Werthe, welche sie erhalten, wenn beide Argumente 
verschwinden, werden nach der 6ö/?e/schen Bezeichnung durch das Schema 



©'" O" «)' 


a> 


(,'" p" 





k'^' k' 





a"' 


<y, 


und nach der Weiersirass&chen Bezeichnung durch das Scheiria 


Cj Cn C34 


c. 


C4 Cia 





Cm Cj 





Cj3 - 


-Cu 



dargestellt. 

Nennt man Perioden Grössenpaare von der Art, dass, wenn man die 

Argumente rj, f?2 um dieselben vermehrt, die fünfzehn Brüche ~ // '' ^ 

abgesehen vom Zeichen unverändert bleiben, so ergeben sich bei Ver- 
mehrung der Argumente um halbe Perioden aus ^5, dem Haupttheta nach 
der Weierstrass^cheiL Bezeichnung, abgesehen von einem Exp onentialfactor, 
die übrigen fünfzehn ^-Functionen. 

2. Unter den sechzehn «^-Functionen kann man auf sechzehn ver- 
schiedene Arten ein System von sechs Functionen so auswählen, dass je 
vier dieser sechs Functionen durch eine homogene lineare Relation 
zwischen ihren Quadraten verbunden sind. Als Repräsentant dieser Systeme 
von sechs Functionen kann man dasjenige der sechs ungeraden 6^-Functionen 
ansehen, die übrigen fünfzehn Systeme leiten sich aus diesem durch Ver- 
mehrung der Argumente um halbe Perioden her. 
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Mit Hülfe dieser Systeme von sechs ^-Functionen hat Herr Rosen- 
hain den Uebergang zu den Integralen, welcher in der 6ö/?efechen Abhand- 
lung nur durch eine höchst scharfsinnige Substitution möglich wird, mit 
grosser Leichtigkeit vollzogen. Auch die Weierstrasssche Methode, die 
^-Functionen durch einfache und componirte Indices zu bezeichnen, welche 
von Herrn Königsberger (Bd. 64, p. 19 dieses Journals) reproducirt worden 
ist, beruht auf der Existenz dieser Svsteme. 

3. Neben den von Herrn Rosenhmn entdeckten Systemen von sechs 
^-Functionen, von denen je vier durch eine lineare Relation zwischen ihren 
Quadraten verbunden sind, giebt es andere nicht minder wichtige Systeme 
von vier «^-Functionen, welche durch eine homogene biquadratische Relation 
mit einander verbunden sind, deren Kenntniss wir Göpel (p. 292, Formel 
(3Ö.) der citii'ten Abhandlung) verdanken, und deren Bedeutung für die 
Theorie der Transformation bereits Herr Hermite (Comptes rendus de 
TAcad^raie des sciences 1855, 1®^ semestre) nachgewiesen hat 

Solcher Gö/^e/scher biquadratischer Relationen zwischen vier 6^-Func- 
tionen giebt es im Ganzen sechzig. Je vier dieser Relationen gehören so 
zu einander, dass sie durch Vermehrung der Argumente um halbe Perioden 
aus einander hervorgehen, und dass in den vier Relationen zusammen- 
genommen alle sechzehn i9-Functionen vorkommen. Eine dieser vier Re- 
lationen enthält nur gerade «9-Functionen, jede der drei anderen zwei gerade 
und zwei ungerade «9^ - Functionen. Wählt man die nur gerade ^'s ent- 
haltenden Relationen als Repräsentanten der übrigen, so giebt es fünfzehn 
solcher Repräsentanten. 

Kennt man von diesen Relationen eine, so kann man durch die von 
Herrn Äe/iocÄ in seiner (leider nur als Dissertation gednickten) Abhandlung: 
De Abelianarum Functionum Periodis angegebenen Transformationen der 
Fundamentalperioden aus dieser einen die übrigen vierzehn herleiten und 
zwar mit Hülfe der in derÄe/iocÄschen Abhandlung p. 19 abgedruckten Tabelle. 

4. Die von Göpel an der oben bezeichneten Stelle gegebene Re- 
lation (30.) besteht zwischen den Functionen P"FS"S* und lautet: 

P +P +S +S -2 ^^,,^,^..,^„,,„.^,y P PS S 



+ y^f iP'" S" + P" S'") 
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oder in der Weier9tra$swYien Bezeichnung 

^« _I_ ^* _L ^* _L- a* _L O ^S ^> ^3 CK(Ci2 — Ch) Q Q a Ö. 

«^12 + «^34 +«^13 + «^24+^ ;;^ «^12 «^34 ''^13 «^24 

(C|2C34C4CuiC(j3C2; 



gl2 + ^34 / A2 a2 _L Q2 a2 \ ^4 + <^n / a2 a2 l_ a2 0.2 \ 
2~2 \yi2 ^Wr^lZ^2A) 2"-2 V^li ^^13 + ''^34 ^24) 



= 0. 



^12034 CaCoi 

j^ CiB TT C2 , n2 a2 I 0.2 a2 \ 
H 2~~2 \yn ^24 + ^^34 ^IV 

C{QC2 

Von den vier i^-Functionen sind &i2^ ^34 gerade, d^s, &2a ungerade. 
Durch Vermehrung der Argumente um eine halbe Periode gehen d^, ^34, 
**i3, ^24 in tJ^6 7 ^u? —^23, ^14 übcr. Dic Göpekche Relation geht daher 
über in 

(Ci2 C34 C| <^i Cu3 C2) 
C12C34 C4OJ1 

Zwischen den zehn Grössen c bestehen die Relationen, welche Göpel 
in den Formeln (18.) bis (28.) und Herr Rosenhain in seiner Preisschrift 
miSmoire sur les fonctions de deux variables et ä quatre p^riodes (m^m. 
des savants ^trangers 1851) in den Formeln (89.), (90.) zusammengestellt 
liat, und durch welche sechs dieser Grössen durch die vier übrigen aua- 
drtlckbar shid. Nach diesen Formeln, die ich hier nicht wiederhole, wird 

Cn + ^J4 = cJ + A* ~ct3 — cj4, c]2c'U=clfi -c?3C?4, 

et +Ctn - Ct + C]i-Cf, -C\^, Cl C?n = C^C^3-cS CJ4, 

d + c'J =o;+ej4-Ci* -eJs, ~c23C?= cjcj4-ci5 C23, 
und hieraus 

^ct.-'C],)' = /7(cJ+fc3+^'c2^ + «Vc^), (^«' = ±1), 

folf{lich crgiobt sich: 

C$ 0, Cij Cu 77 (cl + «Co + «'«23 + ^«'Cu) 

'l*2 .^ .^ -2 »'n/"«"« 2 2 V . 2 2 2~2T^6'^Ü^23«^14 

(Cä fii — f M Ci4)(C5 ^23 — Co Cu)(Ci ^14 — Ctj 023) 

• *'J I <N* <*?» •" <^«* / «12 112 I a^ aM ^* ■*■ ^ " — ^J — CiA / a2 a2 i .92 ,9.2 x ' 

j , , j (»^ft^A.+ ^^iJ^^H) 2~2";^ T"2 ^'^6'«^23i-'i^ü'^14; 

rfthi rM<*i4 C5C23,— CiCi4 

r» ^•^|4 — Oj — Ca 



CaCu — ^|C23 



(l^5(^]4+'^U^23) 
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Setzt man 

O^S = tt?, ^ü = iCy ^23 = Vy «^1* = ^f 

SO hat man daher die Gleichung 

trJxi-vJÄj K^^Tif^j wlvl-xlzl K^y-r^^jt 



o'*'o Jfo'^o •*'oyo '^O'^O 



Diese Gleichung hat die Eigenschaft unverändert zu bleiben 

1) wenn man die Grössen w, x, y, z und w^^ a?ü, yo? «o gleich- 
zeitig derselben Permutation unterwirft, 

2) wenn man Wo^ x^y yoi ^u unverändert lässt, dagegen die Grössen 
fv, a?, y, « in zwei Paare theilt und die Grössen jedes Paares vertauscht, 

3) wenn man von ^en vier Grössenpaaren w, ito; x, x^i] y, yo] z, Sq 

eins negativ nimmt oder zwei mit i = Y—-! multiplicirt, 

4) wenn man w^^ a?«, yg, «o unverändert lässt und von den Grössen 
w; Xy y, z zwei negativ nimmt 

Man bezeichne mit * die linke Seite der Gleichung (11.), so wird 
* identisch =0 flir ir = ito, x = a?07 y = yu , ä = Äy. 
Bildet man femer 

* öir da: ^ dy öi5 ' 

so ergiebt sich 

welches für ir = iro, x = a:o, y=yo, « = «0 ebenfalls verschwindet, und da 
dasselbe für 

. , 00 Ö0 , 00 50 

du> ox ' ^ oy dz ^ 

. , Ö0 50 Ö0 , Ö0 

4*3 = |£?-3 JJ-n y-;5 ha-5 

^ öir öx ^ dy da 

der Fall ist, so verschwinden für 

(in.) ir = irü, x = x^Jy y = yoj « = «0, 
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gleichzeitig -3 — , -g — , -^ — , -^t"' d- ^- ^^^' Punkt (HL) ist ein Knoten- 
punkt der durch die Gleichung (IL) dargestellten Fläche. Und nach der 
unter 2) und 4) bemerkten Unveränderlichkeit der Function * gehen aus 
dem einen Punkt (III.) 15 andere Knotenpunkte hervor. 

5. Wendet man auf die Göpehche Relation (IL) die erwähnten von 
Herrn Henoch angegebenen sechs Transformationen der Fundamentalperipden 
an, so erhält man sämmtliche fünfzehn biquadratische^ Relationen, welche 
zwischen vier geraden <?- Functionen möglich sind. Diese fünfzehn Re- 
lationen unterscheiden sich von einander nur durch die Zeichen der einzelnen 
Glieder und zerfallen hiemach in vier Klassen. Die Unterschiede der 
Vorzeichen lassen sich dahin zusammenfassen, dass man in der Göpekchen 
Relation (11.) die vier Variabein ir, Xy y, z nicht geradezu den vier 
i^-Functionen gleichsetzt, sondern diesen ^-Functionen multiplicirt mit einer 
bestimmten Potenz einer achten Wurzel der Einheit. Man setze 

sodass / = »■ = V— 1 , also j eine achte Wurzel der Einheit ist , dann zer- 
fallen die fünfzehn Relationen in folgende vier Klassen 
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12.^ 


»^12? 


^Uf 


^'^237 


i^.4, 


6.) 


^5, 


'^uä? 


x%j 


f^l4, 


IV. 


















13.) 


»^. 


f^H, 


i^4, 


j^ni 












14.) 


^037 


i^H, 


j «^017 


j».. 


h 












15.) 


«5^«J? 


i »^23? 


j ^031 


j-%. 









Um die Bedeutung dieser Tabelle an einem Beispiel anschaulich zu 

• 

machen erwähne ich, dass die Relation 13.) zwischen den d- Functionen 
&2, ^14 7 ^Ai «^12 sich aus der Gleichung (IL) ergiebt, wenn man 

w=d2, x = i»i^, y=j^A, Ä=it?i2, 

setzt. 
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Die Göpelsche Relation ist identisch mit derjenigen, welche Herr 
Cayley in der ersten seiner beiden Abhandlungen p. 215 dieses Bandes aus 
geometrischen Betrachtungen erhalten hat, als er die Fläche vierter Ord- 
nung mit sechzehn Knotenpunkten bestimmte, deren Singularitäten den Re- 
lationen zwischen den Quadraten der sechzehn i9^-Functionen entsprechen. 
Aber seine Untersuchung hat ihm nicht gezeigt, dass die Variabein seiner 
Gleichung <?-Functionen und die Constanten die NuUwerthe dieser ^-Func- 
tionen sind, sie hat ihn femer darüber in Zweifel gelassen, ob die erhaltene 
Gleichung eine Fläche vierter Ordnung von derselben Allgemeinheit darstellt, 
wie die von Heixn Kummer untersuchte und in mehreren Gleichungsformen 
definirte Fläche. 

um diesen Zweifel zu heben, werde ich im Folgenden die Imeare 
Transformation angeben, durch welche die eine der Kummer^chen Gleichungs- 
formen in die Göpekche übergeht. • 

6. In dem Monatsbericht der Berliner Akademie vom Jahre 1864 
p. 253 hat Herr Kummer die Gleichung der Fläche vierter Ordnung mit 
sechzehn Knotenpunkten auf folgende Form gebracht: 

Es seien e, p, q, r vier in den Coordinaten der Fläche lineare und 
von einander unabhängige Ausdrücke, a, 6, c drei Constanten, man setze 

(p = 8"+p^+^ + r^ + 2a{8p-^qr) + 2b{sq+pr) + 2c{ßr+pq) 

und bestimme aus a, b, c eine neue Constante 

K = aH6'-|-c^-2a6c-l, 

endlich setze man 

V^ = (p^ — l&Kspqr^ 

so ist 1/^ = die Gleichung der Fläche vierter Ordnung mit sechzehn 
Knotenpunkten bezogen auf ein gewisses System von vieren ihrer singu- 
lären Tangentialebenen. 

Ich setze hierin zunächst 

« = «i+Pi + ^i+r,, 
P = «i+;^i — 9i— n, 
q == Si—pi+qi'-ri^ 

so wird 
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WO 

M = l+a + 6+c, 

öl = l+a—b-^Cy 
bi =Ä 1— a+6 — c, 
Ci = 1— a — 6+c, 

Hieraus ergiebt sich 

^yj = (Jir-üO*t+(aJ~/f)pJ+(6?-ür)5ft+(cJ-lf)rJ 
+ 2(Jlfa,+lf)*?pJ + 2(if6,+/r)*l^?+2(Jlfc,+lf)*?rJ 
+ 2(6,Ci+K)5fJrJ+2(a,c,+Ä)p^H2(a,6,+ii0p??J~8Jr*,p,^,ri 

oder 

j(a+lX6+lXc+l)'t+(«+lX6-lXc-l)Pt.+(^lX6+lXc-l)?}+(fl-lX6-lXc+l)r} 
^V = +2(a^c)[(a+l)#JpJ+(fl-l)gJrJ]+2(6-ac)[(6+l)#* ?J+(6-l)pJr?] 
. (+2(c-a6)[(c+l>JrJ+(c>-l)pJgJ]-4Jir*,Pjg,r,. 

Man setze 

Um ^ durch die neuen Grössen ito, a\), yo? ^o auszudrucken, führe 
man die Grössen 

ein, so dass 

Stellt man 
zunächst durch a\ b', c' dar, so erhält man der bekannten Identität 

1 — cosa' — cos/?^ — C08y^+2c08OC08/3c08y 

= 4sm — ^r sm T,^^ ^ sm ^ sm — ^-k — ^ 



^0 
'0*0 



analog 

. ^ _ (a'Vd^ i)(a^- yO(y- rfpCc'- g'fcQ 



a'^b'^c" 
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oder, wenn man die Werthe von a', h\ c' einsetzt und der Kürze wegen 
setzt, 

wo das Produet 11 sieh auf die vier Werthe-Combinationen e = ± 1, «' = + 1 
bezieht Femer wird 

(a+1) (6+1) (c+l)«l+ (a+l)(6-l)(c-l);^}+(a-l)(6+l) (c-l)(jfj+(a-l) (6-l)(c4-l)r* 
2(a-6c)[(a+l)*Jp?+(«-l)9lr]] = ^-^E^^.'^^^^^^I^i^-x-^^yH'^, 

Das schliessliche Resultat der linearen Substitution ist daher folgendes: 
Man setze In die iftiiitmersche Gleichung 

_ Ivl 

80 wird 

(tp*x*-y»»;x«>;y?-^?g;)(«>i»;-g;y;) ^ 

256(ip,«,y.»,)* '^ 

\ »JasJ-yJ»; ^ ^* '' »JyJ-a?}»» ^ y -r* « ; 

— »^ «— «»«« — ^'^ * +* y )j 

wo das Produet n sich auf die vier Combinationen « = ± 1, e' = + 1 bezieht, 
eine Gleichung, deren rechte Seite genau mit der linken Seite 4> der Glei- 
chung (U.) übereinstimmt 

31 • 



wlxl—vUl'' wlvl — xUl'' »Ul — xlv. 
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Die Darstellung der Kummer^chen Fläche durch die Gleichung (11.) 

hat den Vortheil, dass sich die drei Brüche — , — , — , die man alsCoor- 

dinaten der Fläche ansehen kann, in der Form von Quotienten zweier <?-Func- 
tionen mit zwei Variäbeln ergeben, welche die Gleichung der Fläche identisch 
erfüllen, dass man femer nach den Rosenhain^chen Formeln diese Quotienten 
der i^-Functionen durch algebraische Functionen zweier Parameter f, 1/ er- 
setzen kann, welche nur Quadratwurzeln aus ganzen Functionen je eines 
dieser Parameter enthalten, und zwar aus ganzen Functionen, die den 
sechsten Grad nicht übersteigen. 

Berlin, Mai 1877. 
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Ueber einen Satz aus der Theorie der Leibrenten. 

(Von Herrn C. J. Malmsten in Mariestad, Schweden.) 



§1. 

Grundbegriffe und Bezeichnungen. 

(1.) Midin Jahr ist die Einheit der Zeit, und 
p die Zahl der Procente. 

(2.) e = i^ ^^^ r = l + p. 

(3.) t die Zeit, immer ein Theil eines Jahres oder höchstens ein Jahr, 
and folglich t nicht grösser als Eins. 

M 

(4.) --^ der gegenwärtige Werth (am Anfang der Zeit t) für M Mark, 

welche am Ende der Zeit t ausbezahlt werden sollen. 

(5.) f{fn-\-t) die Anzahl derjenigen Personen, die nach Ablauf der Zeit t 
von den f(m) jetzt lebenden noch am Leben sind. — Folglich 

f(nk -l- f\ 

(6.) f( \ ^^^ Wahrscheinlichkeit für einen m-jährigen noch die Zeit 

t zu leben. 

(7.) P {t, m) der gegenwärtige Werth einer Leibrente , welche einem 
m-jährigen 
mit t Mark 

am Ende jedes Zeit- Abschnittes t, den er vollendet haben wird, 
ausbezahlt werden soll*). 

(8.) P(m) = P(l, w) der gegenwärtige Werth einer Leibrente, welche 
einem m-jährigen 
mit 1 Mark 

am Ende jedes ganzen Jahres, das er vollendet haben wird, aus- 
bezahlt werden soll. 



1^ 



*) Da während des Verlaufes eines ganzen Jahres die Leibrente (von / Mark) 
mal ausbezahlt werden soll, so ist der ganze Leibrentenbetrag immer = 1 Mark. 
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(9.) Pi{ty m) der gegenwärtige Werth einer Leibrente, welche einem 
m-jährigen 
mit t Mark 

in der Mitte jedes Zeit -Abschnittes t, die er erlebt haben wird, 
ausbezahlt werden soll. 

§2. 
Aus (4.) und (6.) folgt unmittelbar, dass 

(10.) JL.i^iil ^d ' «•"+*'> 



r' f(m) ""^^ ri* f(m) 

die analytischen Ausdrucke ftir die gegenwärtigen Werthe der t Mark 
sind, welche 

einem m-j ährigen 

nach Verlauf beziehungsweise der Zeit t und der Zeit ^t, wenn 

(beziehungsweise) er dann noch am Leben ist, 
ausbezahlt werden sollen. 

Ebenso folgt aus (4.), (6.) und (7.), dass 

.. P(i,m+i) f(m+0 

^^^'^ r* ' /-(m) 

der analytische Ausdruck für den gegenwärtigen Werth einer solchen um 
l Jahr ^f auf geschobenen^^ Leibrente ist, welche 

einem m-j ährigen 

mit t Mark 

am Ende jedes Zeit- Abschnittes t, den er, 

von seinem (m-}-<)*®° Jahre an gerechnet, erlebt haben wird, 
ausbezahlt werden soll; 
und aus (4.), (6.) und (9.) folgt, dass 

^ ^^ — ^ wr 

der analytische Ausdruck ftir den gegenwärtigen Werth einer solchen um 
t Jahr y,aufgeschobenen^^ Leibrente ist, welche 

einem m-j ährigen 

mit t Mark 

in der Mitte jedes Zeitabschnittes t^ die er, 

von seinem (m+<)^®° Jahre an gerechnet, erlebt haben wird, 
ausbezahlt werden soll. 
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Die genaue Erwägung der Bedeutungen der Ausdrücke (7.)^ (10.) 
und (11.) lässt ohne Schwierigkeit die Gleichung 

(13.) P^t,n,) =. J^.I(^^ + I(kp±.JO^ 

finden, und ebenso giebt die Definition (9.) von Pi {t, m), mit Hülfe von (10.) 
und (12.) 

(14.) P.(,,., = _j,.ö^+ift=M.i&^. 
Zu Folge der Definitionen (7.) und (9.) ist 



L Zeit- 
Abschnitt 

1 


n. Zeit- 
AbAcbnitt 

■ 


m. Zeit- 
Abschnitt 


IV. Zeit- 
Abschnitt 


u. s. w. 


Mitte 


Ende 


Mitte 


Ende 


Mitte 


Ende 


Mitte 


Ende 






/M 




tld 




tM 




<M 


XL. S. W. 


r M 




tld 




<M 




f M 




n. s. w. 


\tU 


4<M 


4<M 


\tld 


4<M 


itU 


i<M 


\tU 


u. s. w. 



P( f,m) der gegen w.Werth von 
Pi( f, m) der gegenw. Werth von 
P(^tf m) der gegenw. Werth von 



woraus unmittelbar einleuchtet, dass für ein und dasselbe m 



(15.) 2P{^t, m) = P{t, m)+P,{t, m). 



§3. 
Mit Hülfe der in (13.), (14.) und (15.) gewonnenen Hesultate können 
wir nun durch folgende leichte Umformungen einen merkwürdig einfachen 
Ausdruck von P{t,m) als Function von t ableiten. Setzen wir nämlich 

/Ißx j f(ni).P(t,m) _ f(m).P(t,m) f(m + t).P(t,m+i) 

\^10.; ^ w» •.» -ro+l 5 



ffn+t 



SO giebt die Relation (13.) 



^7^ <.r(m + ^ . f(m).P(t,m) 



und, m— f ftir m gesetzt. 



woraus 
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folgt, und durch Substitution dieses Werthes in (18.) 

(190 ^-^^-^\t+Pit,fn)\. 
Ebenso giebt die Formel (14.), wenn man 

f(m).P,(l,m) ^ f(m) . P,(l, m) f(m + t).P, Q, m-\-i) 



setzt, 



y^^') ^ -^ — ~i;:^t • 



Nun ist zu* bemerken, dass man, weil t nicht grösser als 1 ist, 
immer 

(21.) A«'+iO = ^^'")+f'» + '> 
setzen kann; wodurch ans (20.) 

folgt. Substituirt man hier die in (17.) und (19.) gefundenen Werthe von 

so erhält man 

2j /('»)-P.(<>J!0 ^ ^-i.^iC!!0.j^^p(, m)\ + ri'.J ^<"')-'P('>'») 

oder, was dasselbe ist. 

Berücksichtigt man nun, dass f{m) für ein hinlänglich grosses m zu Null 
wird, so erhält man durch Summirung 

und mithin nach Division durch \*^ 

(23.) P,{t,m) = ir-Kt+ ''*'\'"*' •P{t,m\ 
welcher Werth von Pi(,t,m), in (15.) substituirt, 

(24.) P{^t,m) = itr-^'+( '^\'~^' )\p{t,m) 
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giebt Setzen wir der Kürze willen 

(25.) VW = ( / ).P{t,m)--^-^, 
woraus 

V/(i<) = 4(^ ;.P(i/,m) ^ — ^ 

folgt, 80 fiuden wir ohne Schwierigkeit mit Hülfe von (24.) 

v(o = v(*o 

und folglich 

v(0 = v(y) = V'(^) = - = v(-^), 

d.h. 

(26.) f{t) = k (constant). 

Um den Werth von k zu bestimmen braucht man . nur t — 1 zu setzen : 
man findet nämlich unmittelbar aus (25.) 

Ä = v(l) = (r* - r-»)^ P (1, m) -^1+ 4- , 

wofür auch, zufolge der in (2.) und (8.) angegebenen Bedeutungen von r 

und P(l, m), 

(27.) * = j^W^Pim)^!} 

geschrieben werden kann. Setzt man in die (jl^leichung (25.) k füi tff(t) 
ein, so kann man unmittelbar folgenden sehr bemerkenswerthen Ausdruck 

für P{t, m) 

kt 



(28.) P(/,m) = -±^jl+-^), 



aufstellen, wo k den in (27.) gefundenen Werth hat. 

Der Satz, welcher in (28.) ausgesprochen ist — dass nämlich P{ty m), 
so weit es von t abhängt, als eine sehr einfache Exponentialfunction von t 
sich ausdrücken lässt — ist für die Theorie der Leibrenten wichtig und 
reich an Folgerungen, von denen ich bei dieser Gelegenheit nur die folgende 
anführen will. 

Entwickelt man in (28.) r^ = (!+(>)' nach dem Binomialsatze und 
behält im Endresultate nur die zwei ersten Potenzen (> und ^^ bei, so findet 
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man die folgende einfache Gleichung 

(29.) P{t,m) = P(m)+i^, 

die für den praktischen Behuf im Allgemeinen hinreichend genau ist 

Für / = ^ und t = \ folgen hieraus beziehungsweise die schon be- 
kannten und allgemein benutzten Formeln 

(P(i,«) = i+P{m). 
Mariestad, 1877. 
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Beweis eines Riemannschen Satzes. 

(Von Herrn F. E. Prym in Wttrzburg.) 



r ür die Ebene Z, die zur Repräsentation der Werthe der complexen 
Variable z dient, gilt der folgende Doppelsatz: 

,,Jede rationale Function der Variable z, die als solche immer auf die 
Form -Sa» «': -2*6^ j5'(x = 0, 1, 2, .•., k; a, b Constanten, die auch theilweise 
Null sein können) gebracht u^erden kann, ist eine in der Z-Ebene einwerthige 
Function der complexen Variable z, die nur für eine endliche Anzahl von 
Punkten unstetig von der ersten Art wird und im übrigen stetig bleibt. 

Umgekehrt ist auch jede in der Z-Ebene einwerthige Function der com- 
plexen Variable z, die nur für eine endliche Anzahl von Punkten unstetig eon 
der ersten Art wird und im übrigen stetig bleibt, durch einen Ausdruck eon 
der Form 2a^ z" : 2b ^ z* darstellbar , oder, was dasselbe, sie ist eine rationale 
Function eon «/^ 

Ein analoger Satz, von dem der eben hingestellte als specieller Fall 

aufgefasst werden kann, existirt für eine it-blättrige 2p +1- fach zusammen- 
hangende RiemannBche Fläche T«. Derselbe lässt sich wie folgt aus- 
sprechen : 

„Repräsentirt die n-blättrige Fläche T, die Verzweigung der algebraischen 

n m 

Function s von z, definirt als Wurzel der irretfuctiblen Gleichung F(s, z) = 0, 
so ist jede rationale Function (> {z, s) von z und s, die als solche immer auf 
die Form JSa^xZ^'s^ : JSb^xz's^ (x = 0, 1, 2, ..., k; / = 0, 1, 2, ..., /,• a, b Con- 
stauten, die auch theilweise Null sein können) gebracht werden kann, eine in 
der Fläche T, einwerthige Function der complexen Variable z, die nur für 
eine endliche Anzahl von Punkten der Fläche unstetig von der ersten Art 
wird und im übrigen stetig bleibt. 

Umgekehrt ist auch jede in der Fläche T, einwerthige Function o der 
complexen Variable z, die nur für eine endliche Anzahl von Punkten der 
Fläche unstetig von der ersten Art wird und im übrigen stetig bleibt, durch 
einen Ausdruck von der Form Sa^iz'' s^ \ Sb^iz" s^ darstellbar, oder, was das- 
selbe, sie ist eine rationale Function von z und s.^^ 

32* 
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Dieser auf die Fläche T, bezügliche, von Riemann herrührende 
Doppelsatz geht in den ursprünglichen über, wenn man « = m = l uüd 

F(«, ä)^*— J5 setzt, wodurch dann T, zur J5- Ebene und q{s,s)^q{z,z) 
zu einer rationalen Function von z wird. Von den beiden Einzelsätzen, 
aus denen er besteht, beweist 4er erste sich unmittelbar und soll desshalb 
hier nicht weiter berücksichtigt werden. Der zweite, ungleich wichtigere 
dagegen ist bis jetzt noch nicht allgemein bewiesen, ja es scheint sogar, 
als ob die centrale Stellung, die er in dem Systeme der Riemanmcheri 
Functionentheorie einnimmt, und die hervorragende Rolle, die er bei fast 
allen Untersuchungen spielt, noch nicht gehörig erkannt seien. 

Der von Riemann in seiner ,, Theorie der Abelschen Functionen^^ 
(dieses Journal Bd. 54) gegebene Beweis des Satzes setzt sich aus zwei 
Theilen zusammen. Zunächst wird (Abschnitt 4, art 5) aus Integralen 
erster und zweiter Gattung (die in der Ateiiiaii/^schen Theorie die Rolle 
von Fundamentalfunctionen spielen und nicht wie in anderen, auf alge- 
braischer Grundlage aufgebauten Theorien als secundäre Gebilde auftreten) 
durch lineare Composition mit Hülfe von Constanten der allgemeine Aus- 
druck für eine in der it-blättrigen 2/i+l-fach zusammenhangenden Fläche 
T, einwerthige Function a der complexen Variable ä, die nur für eine end- 
liche Anzahl fi (/^^/i-f-l) von Punkten der Fläche unendlich von der 
ersten Ordnung (oo*) wird, im übrigen aber stetig bleibt, hergestellt, und 
von demselben nachgewiesen, dass er im allgemeinen, d. h. wenn die Lagen 
der /i Punkte in keinen besonderen Beziehungen zu einander stehen, 
/^— p+1 willkürliche Constanten linear enthält. An späterer Stelle (Ab- 
schnitt 4, art 8) wird dann gözeigt, dass, wenn s irgend eine algebraische 
Function von z bezeichnet, definirt als Wurzel einer irreductiblen Gleichung 

fl m 

F(«, z) = 0, und diese Function s in der «-blättrigen Fläche T, einwerthig 
ist, (oder mit anderen Worten s eine wie T, verzweigte algebraische 
Function ist, und zwar im engeren Sinne, so dass nicht nur zu jedem 
I^unktü der Fläche T, ein Werth von s gehört, sondern auch jedem Paare 
zusammengehöriger Werthe «, s nur ein Punkt der Fläche entspricht) dann 
sich rationale, und als solche schon in T, einwerthige. Ausdrücke q{z,s) 
von z und b bilden lassen, die flir die fi Punkte, für die a oo* wird, eben- 
falls oü* werden und im übrigen stetig bleiben, die femer lineare Functionen 
von ^i — p 4- 1 willkürlichen Constanten sind, und die demnach ebenfalls bei 



Prym, Beweis eines Riemannschen Satzes. 253 

passender Bestimmung der fi—p+1 Constanten jede Function a darstelleni 
können. 

Einen von dem obigen etwas verschiedenen, ebenfalls aus zwei 
Theilen bestehenden Beweis des Satzes hat später Herr Betti in seiner 
Abhandlung : ^ßopra le funzioni algebriche di una eariabile complessa" (Annali 
delle üniversitä Toscane, T. VII) gegeben, indem er, wohl von dem Ge- 
danken geleitet, dass ein algebraischer Satz auch mit nur algebraischen 
Hülfsmitteln bewiesen werden könne, den ersten Theil des Riemanmchen 
Beweises durch eine rein algebraische Betrachtung ersetzte, dagegen den 
zweiten Theil desselben fast unverändert beibehielt. 

Für beide Beweise ist charakteristisch und entscheidend diß Methode 
der Constantenzählung, deren Anwendung mit fast unüberwindlichen Schwierig- 
keiten verknüpft erscheint, sobald die /^ Punkte sich in gewissen speciellen 
Lagen befinden, da dann die Anzahl der in dem allgemeinen Ausdrucke 
für a enthaltenen willkürlichen Constanten, wie Roch in seiner Arbeit: 
,,Veber die Anzahl der willkürlichen Constanten in algebraischen Functionen^^ 
(dieses Journal Bd. 64) ausführlich nachgewiesen, nicht mehr /ti—p+l be- 
trägt, sondern mit der Lage der /^ Punkte mannigfach variirt, und in Folge 
dessen die zum zweiten Theile des Beweises nöthige Construction der ent- 
sprechenden rationalen Ausdrücke von z unA s — nicht nur für jede specielle 
Lage der fi Punkte, sondern auch fiir jede, durch specielle Lage ihrer Ver- 
zweigungspunkte ausgezeichnete Fläche T, — eine unübersehbare Reihe 
von Untersuchungen erfordern würde. Unter diesen Umständen wird es 
gerechtfertigt sein, wenn ich im Folgenden fiir den erwähnten wichtigen 
Satz einen neuen Beweis gebe, der nicht nur ohne jede beschränkende 
Voraussetzung geführt wird, sondern auch mit den einfachsten, und zwar 
nur algebraischen Hülfsmitteln das vorgesteckte Ziel erreicht. 



Gegeben sei also eine algebraische Function s von z, definirt als Wurzel 

n tn 

einer irreductiblen Gleichung F(«, a) = 0, und zugleich die n- blättrige Fläche 
T,, die die Verzweigung von s als Function von z darstellt. Gegeben sei 
ferner eine in der Fläche T, einwerthige Function a der complexen Variable z, 
die nur für die Punkte Pi , P^ 7 • • . 7 Pr der Fläche unstetig wird, und zwar 
unstetig von der ersten Art, d, A. oo^«, 00% . . ., oc^r beziehlich (cf R. A. F. 
Abschnitt 4, art. 2), die also mit anderen Worten nur qi + qi-] \'q^z=u 
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fnal oo^ wird in T, und im übrigen stetig bleibt. Es soll bewiesen werden^ 
dass a eine rationale Function eon z und s ist. 

Bildet man vermittelst der Function s von j5 die Fläche T, über einer 
S-Ebene ab, so erhält man eine m-blättrige Fläche T,, die die Verzweigung 
von z als Function von s darstellt, und es findet zwischen den beiden 
Flächen T, und T, nicht nur punktweises eindeutiges Entsprechen wechsel- 
weise statt, sondern auch, mit Ausnahme einzelner Punkte, (zu denen nur 
die unendlich entfernten Punkte und die Verzweigungspunkte der beiden 
Flächen sammt ihren Bildern in der jedesmal andern Fläche gehören 
können) sogenannte Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen. Jede in T. 
einwerthige Function der complexen Variable z ist daher auch eine in T, 
einwerthige Function der complexen Variable s, und besitzt in Folge dessen 
in je zwei entsprechenden Punkten P und F der beiden Flächen (denen 
dasselbe Werthepaar z, s zukommt und von denen jeder als das Bild des 
andern angesehen werden kann) denselben Wertk Wird eine solche 
Function, als Function von j5 betrachtet, für den Punkt P der Fläche T, 
unstetig von der ersten Art mit der Ordnungszahl q, also oo*, so wird sie, 
als Function von s betrachtet, im Punkte P' der Fläche T, ebenMls 
unstetig von der ersten Art mit derselben Ordnungszahl. Die oben de- 
finirte Function a ist demnach auch eine in der Fläche T, einwerthige 
Function der complexen Variable s, die nur flir die Punkte Pi , Pi , . • . , PI 
(die Bilder der Punkte Pi , Pj , • . m ^r) unstetig von der ersten Art 
wird, und zwar oo*«, oo««, . . ., oc^r beziehlich, die also mit anderen 
Worten nur qi+q2+*''+qr = f^ Baal oo^ wird in T, und im übrigen 
stetig bleibt. 

In Folge ihres Verhaltens in T, und T, genügt aber die Function 
a zweien Gleichungen von der Form: 

F{a,z)==0, P2(a,*) = 0, 

(cf. R. A. F. Abschnitt 4, art. 5), deren linke Seiten rationale ganze 
Functionen — von den angegebenen Graden und im übrigen mit constanten 
Coefi&cienten — der jedesmal hinter dem Functionszeichen stehenden beiden 

Buchstaben sind , und von denen die erste , Fi{a,z) = 0^ für irgend ein z 
nach a aufgelöst gedacht^ als Wurzeln die n Werthe der Function a besitzt, 
die in den n, dem gewählten z entsprechenden Punkten der Fläche T, aich 
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finden, während die zweite, Fj (a, «) = 0, für irgend ein s nach a aufgelöst ge- 
dacht, als Wurzeln die m Werthe der Function o besitzt, die in den w, dem 
gewählten s entsprechenden Punkten der Fläche T, sich finden. Die Function 

Fl (a, ä) ist dann, wie Riemann an der eben citirten Stelle bewiesen, unter allen 
Umständen eine ganze Potenz einer unzerfäUbaren — d. h. nicht als ein Pro- 
duct aus ganzen Functionen von o und z darstellbaren — ganzen Function 
von a und ». Diese Potenz kann die erste sein, dann ist Fi schon unzer- 
filllbar. Dasselbe gilt flir die Function Fj von a und s. Fixirt man irgend 
einen Punkt F« der Fläche T, sowie den ihm entsprechenden Punkt F^ der 
Fläche r, und bezeichnet die den Punkten P^^ P'o gemeinsam zukommenden 
Werthe von ä, s mit äo, «o» den ihnen gemeinsam zukommenden Werth 
von a mit a„, so existiren in der Fläche T, ausser F^ noch n — 1 andere^ 
übereinanderliegende Punkte ä,,, «i; «o? *2; •••; «o? «»-u denen dasselbe 
J5 = Äü zukommt, und in denen die Function a die Werthe ai , (Tj , . . . , a^^^ 
beziehlich haben möge; in der Fläche T, dagegen ausser PI, noch m— i 
andere, übereinanderliegende Punkte «^'^ «« ; • • • ; «^""■*\ «o , denen dasselbe 
8= 8a zukommt, und in denen die Function a die Werthe a^'\ a^\ . . ., a^"»-*) 
beziehlich haben möge. Ein (y— l)-facher Verzweigungspunkt muss dabei 
aber y-mal gezählt werden. Die n Grössen a^ , ai , . . . , a^_i sind dann die 

n Wurzeln der Gleichung F^ ((t, a«) = , die w Grössen a^ , a^'\ . . . , a^"»-i> 

m fi 

die m Wurzeln der Gleichung Fj (a, *„) = 0. Daraus folgt, dass die beiden 

n /u m fi 

Gleichungen Fi(a, a)==0, F2((t,*) = 0, sobald nur « und j5 durch die Glei- 

n m 

chung F(«, ä) = verknüpft gedacht sind, für jedes Werthepaar ä, s oder 
was dasselbe für jeden Punkt F der Fläche T, immer wenigstens eine 
Wurzel gemein haben, da nach obigem der Werth, den die ursprünglich 
gegebene Function a für den Punkt F besitzt, unter allen Umständen den 
beiden Gleichungen genügt. 

Man kann sich nun, nach bekanntem Verfahren, den grössten ge- 
meinschaftlichen Divisor D der Formen Fi und P^ von a für einen belie- 
bigen, keiner besondem Lagenbedingung unterworfenen Punkt «, s von T, 

« 

bestimmt denken. Ein solcher existirt jedenfalls, da die entsprechenden 
Gleichungen immer wenigstens eine Wurzel gemein haben, und ist demnach 
eine rationale ganze Function von a vom Grade ^ ^ 1, deren Coefficienten sich 
rational aus den Coefficienten der Potenzen von a, die in F^ und F, vor- 



256 P^y^f Beweis eines Riemannschen Satzes. 

kommen, zusammensetzen, und demnach auch rationale Functionen von z 
und 8 sind. Die Bestimmung von D hat man sich in der Weise ausgeführt 
zu denken, dass die rationalen Functionen von z und s, die in dem zur 
Aufsuchung des grössten gemeinschaftlichen Divisors dienenden Systeme: 
Fj^^iFj+Fa, Fi^^jFj+F*, ... als Coefficienten der in F3, F4, ••. 
vorkommenden Potenzen des Buchstabens a auftreten, sofort, mit Htllfe der 

n m 

Gleichung F(«, ä) = 0, in die kanonische Form Cu+Ci«+---+c^-i«*"S wo 
die c rationale Functionen von ss allein bezeichnen, gebracht werden. Da 
ein solcher Ausdruck nur dann für jeden Punkt z, s verschwinden kann, 
wenn alle c fUr jedes )s Null sind, so lässt sich sofort erkennen, wie lange 
bei der Ausführung des erwähnten Verfahrens Restfnnctionen F3, F4, . • . 
auftreten, die nicht für jeden Punkt ä, s verschwinden, und wann diejenige 
Restfunction F^+i erscheint, die für jeden Punkt «, *, einerlei was a be- 
deutet, verschwindet. Mit dem Auftreten von Fy^i ist das Verfahren be- 
endigt, und die Function Fy ist dann der gesuchte grösste gemeinschaftliche 
Divisor D, von der Form 

wobei die q rationale Functionen von & und s sind uüd q^ (ä, s) , q„ («, s) 

nicht für jeden Punkt ä, s verschwinden, während (>t(Ä, *), ..., Px-i(»^ *) 

auch theilweise oder alle durch identisches Verschwinden wegfallen können. 

Ist auf diese Weise D und damit auch die Zahl x bestimmt, so folgt 

n fi m fi 

weiter, dass die Gleichungen Fi(<7, ä) = 0, F2(a, «) = für jeden, keiner 
besonderen Lagenbedingung unterworfenen Punkt ä, s immer x und nicht 
mehr als x Wurzeln gemein haben, die zugleich die sämmtlichen Wurzeln 
der Gleichung D = sind. Für specielle Lagen des Punktes &, s dagegen 
können die beiden Gleichungen auch mehr als x Wurzeln gemein haben, 
sobald nicht x gleich der kleinsten der Zahlen n^ m, und also D mit einer 
der Formen Fi , Fj identisch ist. Seien /7i , /Zj , ... solche specielle Punkte 
in T,, für die die Gleichungen mehr als x Wurzeln gemein haben; be- 
zeichnet man dann die dem Punkte 77^ entsprechenden Werthe von », s 
mit Zyy 8y, wenn für s = Sy, 8 = 8y wenigstens eine der n Wurzeln der 

Gleichung Fi ((t, ä) = oder der m Wurzeln der Gleichung Fj (a, «) = un- 
endlich wird, dagegen mit ssy, Sy, wenn für s = «i.'^ 8 = Sy die sämmtlichen 
Wurzeln der beiden Gleichungen endlich sind, so ist zunächst klar, dass 
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die Anzahl der mit «', «' bezeichneten Punkte /7 nur eine bestimmte 
endliche sein kann, da überhaupt nur fi Werthe von z existiren, für die 
nicht sämmtliche n Wurzeln von Fj = endlich sind, und ebenso nur 
fi Werthe von s, für die nicht sämmtliche m Wurzeln von F2 = endlich 
sind. Aber auch die Anzahl der mit a", s' bezeichneten Punkte 11 kann 
nur eine bestimmte endliche sein, indem für jeden solchen Punkt &y 8 = Zy, Sy 
die Resultante R der beiden rationalen ganzen Functionen von a 



(p(z) D ""^ V'W D' 



— die aus Fi und F, entstehen, indem man beide Formen durch ihren grössten 
gemeinschaftlichen Divisor D dividirt und den dadurch entstehenden ratio- 
nalen ganzen Functionen von a durch Multiplication mit den angegebenen 
Factoren (bei denen p^(a, .*), 9)(»), rp{8) die Coefficienten der höchsten 
Potenzen von o in Z), F, , Fi beziehlich bezeichnen) als Coef5ficienten 
der jedesmal höchsten Potenz von a, a""* bei der ersten, a*"* bei der 
zweiten, die Einheit verschafft — verschwinden muss. Nun ist aber diese 
Resultante R eine rationale Function von z und «, die, bei allgemeiner 
Lage des Punktes ä, «, in die kanonische Form Cü+c,*+-*- + c,_i«^"^ ge- 
bracht, sich in besonderen Fällen auf eine Constante, aber nie durch iden- 
tisches Verschwinden auf die Null reduciren kann, indem sonst Fi = 0, Fj = 
für jeden Punkt », a mehr als x Wurzeln gemein hätten. Da nun eine 
solche rationale Function von z und s immer nur für eine bestimmte end- 
liche Anzahl von Punkten der Fläche T, verschwinden kann, so folgt 
weiter, dass auch die Anzahl der mit »", «" bezeichneten Punkte 11 nur 
eine bestimmte endliche sein kann. Sind also in der Fläche T, Punkte TT, 

n fi m fi 

für die die Gleichungen F^ (a, a) = 0, Fj (a, «) = mehr als x Wurzeln gemein 
haben, überhaupt vorhanden, so ist die Anzahl dieser Punkte 77 stets eine 
bestimmte endliche. 

Ist nun ;f = l, also D ^poC«, «)+ei(», «)^, so haben die beiden 
Gleichungen Fi = 0, F2 = für jeden von den Punkten 77 verschiedenen 
Punkt Zy s der Fläche T^ nur eine einzige Wurzel gemein, die demnach 
einerseits mit dem, dem Punkte a, s entsprechenden Werthe der ursprüng- 
lich gegebenen Function o identisch ist, da dieser Werth unter allen Um- 
ständen den beiden Gleichungen genügt, andererseits aber auch als die 
Wurzel der Gleichung Z) = auftritt. Daraus folgt, dass die ursprünglich 

Jonmal für Mathematik Bd. LXXXm. Heft 3. 33 



258 Pry^f Beweis emei Riemannschen Satzes. 

gegebene Function a jedenfalls für alle von den Punkten IT verscliiedenen 
Punkte Ä, s der Fläche T, durch den Ausdruck 

dargestellt wird, dann aber auch für die Punkte TT, da sowohl die auf der 
rechten Seite der letzten Gleichung stehende rationale Function von ss und 
8y ihrer Natur nach, als auch die auf der linken Seite stehende Function o, 
der Voraussetzung nach, in T, keine, durch Abänderung des Functions- 
werthes in einzelnen Punkten hebbare Unstetigkeiten besitzt Für diesen 
Fall {x = 1) ist also der aufgestellte Satz bewiesen. 

Es kann aber auch x^l sein. Dies findet immer statt, wenn die 

Formen F|(a, «) und Fa((T, *) beide zerfitUbar sind; es kann aber auch statt- 
finden, wenn die genannten Formen beide unzerfäUbar sind, wie das Beispiel 

F{8, ») = Ä^+a^-l, a = sss, 

F,{a,s) = o«+/(*-l),( 

zeigt, bei dem die Zahlen n^ m, fi, x die Werthe 9, 6, 15, 3 beziehlicb 
haben. In diesem Falle ist das, im Falle x=l zum Ziele führende Schluss- 
verfahren nicht mehr anwendbar: vielmehr mtlsste hier zuerst nachgewiesen 
werden, dass rationale Functionen von s und s existiren, die der Gleichung 
D = genügen, und femer, dass unter diesen rationalen Functionen eine 
sich befindet, die sich für jeden Punkt ä, s mit der gegebenen Function a 
dem Werthe nach . vollständig deckt Unter diesen Umständen bedarf die 
Aufstellung des jetzt folgenden allgemeinen, nie versagenden Beweises 
keiner weitem Rechtfertigung. 



Man fixire den gleich folgenden Bedingungen gemäss einen Punkt 
Po der Fläche T, sowie den ihm entsprechenden Punkt P« der Fläche T, 
und bozeiohne die den beiden Punkten gemeinsam zukommenden Werthe 
von •« t mit i,,, v Dieser Punkt F« sei zunächst so gewählt, dass, unter 
lUMbohaltiinjr dorflrtther aufgestellten Bezeichnung, die Grössen *ü, «m • • m «— i 
»owle dio Grössen «,„ »^*\ -•, t^'""*^ endlich sind: femer so, dass keine 
■woi der Grössen s,^, tn -m *— i ™^ ebenso keine zwei der Grössen 
•i)^ •^•\ ..M •^•"'^ einamler gleich sind, oder mit anderen Worten so, dass 



Prym, Beweis eines Riemannschen Satzes, 259 



n m 



die Form — ^~^-^ ^^ keines der n Werthepaare äu,«»; äo?*i; •••; «o, «n-i; 



n m 



die Form — ^ ' ^ für keines der m Werthepaare äu,«u; ä^*\*ü; ...; ä^"*~'Vo 

verschwindet; endlich so, dass die Werthe (Tq, ai, ...; a,_i,a^*\ ..., o^"*"^^, 
die die gegebene Function a für die ii+m— 1,. durch die angeführten Werthe- 
paare bestimmten Punkte besitzt, sämmtlich endlich und auch von Null 
verschieden sind. Durch diese drei Bedingungen wird, wie aus dem Vor- 
angegangenen erhellt,. nur eine endliche Anzahl vt)n Lagen für den Punkt 
P„ ausgeschlossen, und es kann also der Punkt P„ auf unendlich viele 
Weisen den genannten Bedingungen entsprechend gewählt werden. 

Unter Festhaltung des gewählten Punktes »», «„ bezeichne man mit 
(p(fi) den Ausdruck 

(g - 5(l))(g ^ 5(0) ... (5 - »("»-D) 

(dessen Nenner, den gemachten Voraussetzungen zufolge, von Null ver- 
schieden ist ), so ist (p iz) als rationale ganze Function von z eine in T, ein- 
werthige Function der complexen Variable ä, und also auch eine in T, 
einwerthige Function der complexen Variable s. Bildet man dann aus 
(p (ä) und der gegebenen Function ö durch Multiplication eine neue 
Function 2, 

2 = (p{z)a, 

deren Werth für jeden Punkt ä, s von T, oder T, demnach definirt ist 
als das Product der Werthe, die cp{z) und a in dem betreffenden Punkte 
be^iehlich besitzen: so ist -2* ebenfalls eine in T, einwerthige Function der 
complexen Variable z^ die nur r-mal {y eine bestimmte von Null verschie- 
dene ganze Zahl) oc^ wird in T, und im übrigen stetig bleibt; zugleich 
also auch eine in T, einwerthige Function der complexen Variable «, die 
nur v-mal 06^ wird in T, und im übrigen stetig bleibt. In Folge dessen 
genügt die Function -2* zweien Gleichungen von der Form 



m 



Fo)(-2;i5)=0, F,,) (-2, *) = 0, 

deren linke Seiten rationale ganze Functionen — von den angegebenen 
Graden und im übrigen mit constanten Coefficienten — der jedesmal hinter 
dem Functionszeichen stehenden beiden Buchstaben sind, und von denen 
die erste, für irgend ein z nach 2 aufgelöst gedacht, als Wurzeln die 

33» 
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n Werthe der Function -2* besitzt, die in den n, dem betreflFenden js ent- 
sprechenden übereinanderliegenden Punkten der Fläche T, sich finden, wäh- 
rend die zweite, für irgend ein s nach -2* aufgelöst gedacht, als Wurzeln 
die m Werthe der Function -2* besitzt, die in den m, dem betreffenden s 
entsprechenden übereinanderliegenden Punkten der Fläche T, sich finden. 
Ein (r— l)-facher Verzweigungspunkt muss dabei aber j^-mal gezählt wer- 

n r m V 

den. Die beiden Gleichungen F^i) (JS', ») = 0, F(2^ (-T, «) = haben demnach, 

n m 

sobald nur s und ss durch die Gleichung F(«, ä) = verknüpft gedacht sind, 
für jedes Werthepaar «, s oder was dasselbe für jeden Punkt P der Fläche 
r, immer wenigstens eine Wurzel gemein, da der Werth, den die Function 
^ für den Punkt P besitzt, unter allen Umständen den beiden Gleichungen 
genügt 

Für den zu Anfang fixirten Punkt P«? dem das specielle Werthepaar 
Ä,„«ü entspricht, haben die beiden Gleichungen nur eine einzige Wurzel 
gemein. Bezeichnet man nämlich mit -5, , JS^i , . . . , JS;.i , JS'^*^ . . . , ^"— ^) 

die den II +«»—1 Punkten ä«, «(>; äo, «i; ...; »u, «n-i; «^*\ «oj •••; »^""'^^ «o 
beziehlich entsprechenden Werthe der Function -2', so sind -5*0 , -2i , ... -S'.^i 

die II Wurzeln der Gleichung F^,) (i; i,) = , JS;„ -S^'V--., -2^*"'^ die 

m y 

1» Wurzeln der Gleichung F^j^ (JS; *„) = 0, und es ist 

oder auch, da ^(«0) = 1? yC^^^^) = v(»^^) = ••• = 9^(»^"*"*^) = 0, und die vor- 
kommenden a der Voraussetzung gemäss sämmtlich endlich sind, 

" - ^'" ^1) =, 0, 2^'^ = 0, . . . , -S^'»-^^ = 0. 

Berücksichtigt man nun noch, dass der Voraussetzung gemäss auch alle 
vorkommenden a von Null verschieden sind, so folgt, dass die beiden Glei- 
chungen für den Punkt äu, «0 nur eine einzige Wurzel, -2;,, gemein haben. 
Denkt man sich jetzt nach der im vorigen Abschnitte ausführlich 
erklärten Methode den grössten gemeinschaftlichen Divisor D' der Formen 
F(ij und F(2) von -2* für einen beliebigen, keiner besondem Lagenbedingung 
unterworfenen Punkt a, s von T, bestimmt, so hat D' die Form 
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wobei die r rationale Functionen von z und s sind und r^C«, *), r^(Ä, «) 
nicht für jeden Punkt z^s verschwinden. Wäre nun ;«>!, so würden die 

n y m V 

Gleichungen F(,)(-2*, z) = 0, F(2)(JS', «) = 0, für jeden Punkt z, s ohne Aus- 
nahme zum mindesten x Wurzeln gemein haben, während sie doch für den 
Punkt i5(),«u iiur eine einzige Wurzel gemein haben. Es kann also x nicht 
grösser als 1 sein, und es besitzt demnach D' die Form 

D' = r,,{z,s) + r,{z,8)2. 

Daraus folgt aber, genau in derselben Weise wie im vorigen Abschnitte 
schliessend, dass die Function JS=q){z)o für jeden Punkt z, s der Fläche 
T, durch den Ausdruck 

Jg. ^ ^feO 
»•. (»> «) 

dargestellt wird, und die ursprünglich gegebene Function a demnach für 

jeden Punkt z, s der Fläche T, durch den Ausdruck 



a = — 



(f(z)r^(z,s) ' 

womit der aufgestellte Satz bewiesen. 
Würzburg, im März 1877. 
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lieber das Crrassmannsche Gesetz der pondero' 

motorischen Kraft. 

(Von Herrn R. ClouHtu in Bonn.) 



llerr H. Grassmaan macht auf S. 57. d. B. darauf anfinerksam, dass 

» 

die Ausdrücke, welche man aus dem von mir aufgestellten elektrodynami- 
schen Grundgesetze *) für die Componenten der ponderomotorischen Kraft 
zwischen zwei Stromelementen ableiten kann, genau mit dem von ihm 
schon i. J. 1845 für diese Kraft aufgestellten Gesetze**) übereinstimmen. 
Dass mir dieses entgangen - war, hat seinen Grund in einem eigentbümlichen 
Umstände. Ich wusste sehr wohl, dass Herr Grassmann ein von dem 
^ifip^eschen abweichendes Gesetz für die ponderomotorische Kraft aufge- 
stellt hat, indem ich seine interessante Abhandlung vor langer Zeit gelesen 
hatte, ohne mir jedoch damals, wo ich mich nicht speciell mit dem Gegen- 
stande beschäftigte, die betreffende Formel fest einzuprägen. Als nun aus 
dem auf die gegenseitige Einwirkung bewegter Elektricitätstheilchen be- 
züglichen neuen Grundgesetze auch für die zwischen zwei Stromelementen 
wirkende ponderomotorische Kraft neue Ausdrücke hervorgingen, welche 
mit dem Ampdre^chen Gesetze nicht übereinstimmten, dachte ich sofort 
daran, sie mit dem Grassmann^chen Gesetze zu vergleichen; da mir aber 
jener alte Band von Poggendorff^ Annalen nicht zur Hand war, so schlug 
ich den betreffenden Jahrgang der „Fortschritte der Physik" nach. Hier***) 
fand ich einen Auszug der Grassmann^chen Abhandlung und darin eine 
Formel, welche als die Grassmann^che angeführt ist Diese verglich ich 
mit den aus dem Grundgesetze hervorgehenden Ausdrücken, und da ich 
sie mit denselben nicht übereinstimmend fand, so betrachtete ich damit die 
Frage als erledigt, indem ich keinen Grund hatte, an der richtigen Wieder- 
gabe der Formel zu zweifeln, und deshalb auf eine weitere Prüfung oder 
Controle einzugehen. 



*) Dieses Journal Bd. 82, S. 85. 
**). PoggendorffH Annalen Bd. 64, S. 1. 
***) Fortschritte der Physik Bd. I (1845), S. 525. 
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Jetzt aber ersehe ich aus der Note des Herrn Grassmann, infolge 
deren ich mir auch seine Originalabhandlung verschaffl; habe, dass mein 
Vertrauen auf jenen Auszug mich getäuscht hat, denn die Formel ist in 
demselben in der That unrichtig wiedergegeben. Herr Grassmann hat näm- 
lich das Stromelement, welches die Kraft erleidet, mit 6, und die Projection 
desselben auf eine gewisse Ebene mit 61 bezeichnet In seiner Formel 
kommt nun die Grösse 61 vor, in jenem Auszuge aber steht an Stelle der- 
selben b. Dass hierin eine Abweichung von der Originalabhandlung liege, 
konnte mir um so weniger in den Sinn kommen, als in drei der Schluss- 
formel voraufgehenden Formeln ebenfalls immer b statt 61 steht, und über- 
haupt das Zeichen 61 mit seiner Erklärung in dem ganzen Auszuge nicht 
vorkommt. 

Nachdem ich nun die richtige Formel kennen gelernt habe, kann 
ich natürlich nur bestätigen, was Herr Grassmann sagt, dass sie mit den 
aus dem neuen Grundgesetze hervorgehenden Ausdrücken vollkommen 
übereinstimmt, und ich freue mich, mit einem so gelehrten und scharf- 
sinnigen Forscher in Untersuchungen, die auf ganz verschiedenen Wegen 
geführt sind, zusammengetroffen zu sein. 

Bonn, im Mai 1877. 
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Preisaufgabe der Jablonowskischen Gesellschaft für das Jahr 1879. 



Die hinterlassene Abhandlung Hansens ,,Ueber die Störungen der grossen 
Planeten, insbesondere des Jupiter'S abgedruckt im XI. Bande der Abbandlungen der 
mathematisch -physischen Classe der Egl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften, 
enthält als Anwendung der daselbst gelehrten Methode zur Entwickelung der plane- 
taren Störungen die numerische Berechnung derjenigen Störungsglieder in der Be- 
wegung des Jupiter, welche unter der Berücksichtigung der ersten Glieder ihrer ana- 
lytischen Entwickelung abgeleitet werden können.. Für die Berechnung der durch 
den Saturn bewirkten Störungen der Länge und des Radiusvectors dagegen erscheint 
die angeführte Methode nicht geeignet, und Hansen verweist in dieser Beziehung auf 
seine früheren Arbeiten aus der Störungstheorie, welche die erforderlichen Vorschriften 
enthalten. Ein grosser Theil der numerischen Rechnungen befindet sich bereits in 
der im Jahre 1830 von der Berliner Akademie gekrönten Preisschrift „lieber die 
gegenseitigen Störungen des Jupiters und Saturns'^ ausgeführt. Es ist jedoch der 
Theil der Rechnung, welcher die Glieder höherer Ordnung in Bezug auf die Massen 
betrifft, nicht vollendet worden. Sofern diese Glieder von Einfluss werden können 
auf die vollständige Berechnung der Säcularändeningen, sowohl in Bezug auf die 
Länge und den Radiusvector, als in Bezug auf die Breite, sind auch die in der nach- 
gelassenen Abhandlung Hansens enthaltenen Werthe dieser Säcularglieder nicht als 
definitiv anzusehen. 

In den letzten Jahren ist die Theorie der Jupitersbewegung durch die um- 
fangreichen Arbeiten von Leverrier ihrem Abschlüsse entgegengeftlhrt worden. Da 
jedoch der berühmte französische Astronom sich wesentlich anderer Methoden, wie 
Hansen, bedient hat, so bleibt es dringend wünschenswerth und von hohem wissen- 
schaftlichen Interesse, dass die vollständige Berechnung der Jupitersstörungen auf 
Grund der Hansenschen Theorie zu Ende geführt werde. Die Gesellschaft stellt daher 

die ergänzende Berechnung der vollständigen Jupiters- 
störungen nach den von Hansen angegebenen Methoden 

als Preisaufgabe für den Termin des 30. November 1 879. Preis 700 Mark. 



Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind in deutscher, latei- 
nischer oder französischer Sprache zu verfassen, sie müssen mit einem Motto 
. versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet sein , das auf der Aussenseite 
das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt 
Die Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November 1879, und die Zusendung 
ist an den Secretär der Gesellschaft zu richten. Die Resultate der Prüfung der ein- 
gegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April des 
folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft 
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Schreiben an Herrn Borchardt über die Theorie der 

elliptischen Modul-Fimctionen. 

(Von Herro R. Dedekind in Braunschweig.) 



feie haben naicli aufgefordert, eine etwas ausführlichere Darstellung 
der Untersuchungen auszuarbeiten, von welchen ich, durch das Erscheinen 
der Abhandlung von Fuchs*) veranlasst, mir neulich erlaubt habe Ihnen 
eine kurze Uebersicht mitzutheilen ; indem ich Ihrer Einladung hiermit Folge 
leiste, beschränke ich mich im Wesentlichen auf den Theil dieser Unter- 
suchungen, welcher mit der eben genannten Abhandlung zusammenhängt, 
und ich bitte Sie auch, die Uebergehung einiger Nebenpunkte entschuldigen 
zu wollen, da es mii* im Augenblick an Zeit fehlt, alle Einzelheiten aus- 
zuführen. Die in Rede stehenden Untersuchungen habe ich schon vor einer 
Reihe von Jahren angestellt, als ich erkannte, dass die Bestimmung der 
Anzahl der Idealclassen in kubischen Körpern (d. h. in Gebieten von Zahlen, 
welche aus Wurzeln von Gleichungen dritten Grades gebildet sind) innig 
zusammenhängt mit der Theorie der singulären Moduln der elliptischen 
Functionen, für welche die complexe Multip lication stattfindet. Bei meinen 
Versuchen, tiefer in diese mir unentbehrliche Theorie einzudringen und mir 
einen einfachen Weg zu den ausgezeichnet schönen Resultaten von Kronecker 
zu bahnen, die leider noch immer so schwer zugänglich sind, erkannte ich 
sogleich die fundamentale Wichtigkeit des Punktes, auf welchen auch 
Hermite neulich in einer Anmerkung zu der Abhandlung von Fuchs (Seite 29) 
aufmerksam gemacht hat, und welcher in der That zur Grundlage für meine 
Theorie geworden ist. Es handelt sich um Folgendes. Bedeutet 

ICi 



U) — 



K 

das Periodenverhältniss der elliptischen Functionen {= Hi nach der Be- 
zeichnung von Fuchs) , so ist das Quadrat k = )c^ des Integralmoduls x eine 
einwerthige Function von cw, welche Hermite mit cp (w)** bezeichnet, und aus 



*) Im ersten Hefte dieses Bandes S. 13. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXUI. Heft 4. 34 
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der Transformation erster Ordnung folgt leicht, dass k unverändert bleibt, 
wenn lo durchi 

* a + ßa 

ersetzt wird, wo a, /?, y, J vier ganze rationale Zahlen bedeuten, welche 

der Bedingung 

ad-ßy = 1 

genügen, und von denen /?, y gerade sind. Der zu beweisende Satz besteht 
nun darin, dass ausser diesen Zahlen coi keine andere existirt, welche den- 
selben Werth k = (p{(oY = (p{(o{f hervorbringt. Bevor ich zur Darstellung 
meiner Theorie übergehe, will ich zunächst zeigen, dass dieser Satz sich 
auch aus der gewöhnlichen Theorie der elliptischen Functionen ohne 
Schwierigkeit ableiten lässt 

Bedeutet co eine complexe Grösse mit positiv -imaginärem Bestand- 
theil, femer & eine willkürliche Variable, und bedient man sich der folgenden 
Bezeichnungen 

wo 8 alle ganzen Zahlen von — oo bis -f-oo durchläuft, femer 

so ist 

x'+x" = 1, 

und man kann 
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setzen, wo 

2*^- ^(0,cü)d.(0,i«) -^^3(0,0;) 

ist Wenn nun die Grösse co, ebenfalls einen positiv-imaginären Bestand- 
theil hat und denselben Werth 

hervorbringt, wie co, so setze man 

und führe eine neue Variable ä, durch die Gleichung 

ein; wenn femer mit |/a?,, Vi— a?i, Vi— Äa^i die Grössen bezeichnet werden, 

welche ebenso von a,, co, abhängen, wie j/a;, }^1— a;, ^1 — kx von ä, co, so 
ergiebt sich 

d^x dVm^i 

und hieraus durch Integration 

die Constante C muss aber gleich Null sein, weil fllr ä = auch äi = ist, 
also ^x und |/a?i gleichzeitig verschwinden. Hieraus folgt, dass identisch 

x = Xi ist (ja sogar ]/a? = }/a?i, Vi— a; = Vi— a?i. Vi— *a? = Vi— &a?i); mithin 
wird jede der vier Functionen 

stets und nur dann verschwinden, wenn die entsprechende der vier Functionen 

verschwindet Die Function i^i(», od) verschwindet aber fllr alle Werthe 
Ä = r+«a) und nur*) für diese, wo r, * willktlrliche ganze Zahlen be- 
deuten; setzt man daher 

Äi = 1, so wird « = -^ =ct+ß^y 
j5j == coi , SO wird z = -^ «^i = y + dm^ 



*) Dies folgt aus der Darstellung von &^ (js, oi) als unendliches Product, oder auch 
aus dem Satze / dlog&^(z,af) = 2ni, wo die Integration durch die Begrenzung eines 
elementaren Parallelogramms erstreckt ist. 

34* 
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WO «, ßy y, (J ganze rationale Zahlen bedeuten; mithin ist 

Setzt man umgekehrt 

a = 1, so wird ssi = «i-f Acoi, 

Ä = co, so wird Äi = yi + (yiCüi, 
wo a^, /?!, y,, (J, ebenfalls ganze Zahlen bedeuten; es wird daher 

{a + ßco)a,+{y+Sco)ß, = 1, 

(a + /3co)y4 + (y + (Ja))<yi = co, 
woraus, weil «> nicht reell ist, 

also 
mithin 

folgt*) Hierin darf aber zufolge (1.) nur das obere Zeichen genommen 
werden, weil der Coefficient von i in beiden Grössen lo und coi dasselbe 
(positive) Vorzeichen hat; also ist 

(2.) a(^^ßy = +1. 
Da femer die Werthe von »i, für welche ^(äi, coi) verschwindet, mit den 
Werthen r+(«+i)o>i zusammen fallen, so wird gleichzeitig 

mithin ist zufolge (1.) 

ar+y(*+i) = 0, 
also 

(3.) y = (mod. 2). 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich aus dem gleichzeitigen Verschwinden der 
Functionen ^2(», o>), '9^2(j5,, a>|) für » = | auch 

(4) ß ~ (mod. 2), 

womit der in Rede stehende Satz vollständig bewiesen ist 



^) Uies ist nur ein speoieller Fall eines allgemeinen Satzes aus der Theorie der 
Zfthlcnsyiitonie, welche ich etidUche Moduln genannt habe. 
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Dieser Beweis beruht offenbar darauf, dass die elliptischen Functionen 
sin am (ti^ ;r), cos am (ti, x), JsLm{u,x) einwerthige Functionen auch von Ar = ;?' 
sind. Der Satz selbst reizte mich aber bald, den Zusammenhang zwischen 
den Grössen co, k, K ganz unabhängig von der Theorie der elliptischen 
Functionen zu erforschen, und in diesem Streben bestärkte mich eine Be- 
merkung von Hermitey welcher an einer Stelle seiner kurzen Uebersicht 
über die Theorie der elliptischen Functionen hervorhebt, dass noch kein 
anderer Weg zu diesen Modul - Functionen führe, als der, welchen die 
Gründer der Theorie der elliptischen Functionen eingeschlagen haben. Ich er- 
laube mir nun, Ihnen meine damals entstandene Theorie in ihren Grund- 
zügen zu entwickeln; die Anwendung auf die Theorie der singulären Mo- 
duln , derentwegen die . ganze Untersuchung angestellt ist , darf ich Ihnen 
vielleicht ein anderes Mal vorlegen. 

§. 1. Aequivalente Zahlen. 

Zwei Zahlen a>, a>, sollen im Folgenden aequiealent heissen, wenn 
es vier ganze (rationale) Zahlen a, ß, y, d giebt, welche den beiden Be- 
dingungen 

genügen; offenbar ist die hierdurch ausgedrückte Beziehung zwischen co, coj 
eine gegenseitige, da zugleich die vier Zahlen <J, — /?, — y, « den Be- 
dingungen 

» = 4^:?^. *«-(-/S)(-r) = i 

genügen. Ist nun a>2 ebenfalls aequivalent mit a>, giebt es also vier ganze 
Zahlen «i, /?,, y,, (Ji, welche den Bedingungen 

genügen, so setze man in üblicher Weise 

/a,ß\fa„ft^\ _ fa'.ß'S 

d. h. 

da diese Zahlen «', ß', y', d' den beiden Bedingungen 
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genügen, so folgt, dass je zwei mit einer nnd derselben Zahl co aequiva- 
lente Zahlen cd^, cdj auch mit einander aeqoivalent sind. Aus diesem 
Grande wird man das gesammte Zahlengebiet in Glossen eintheilen können, 
indem man je zwei Zahlen in dieselbe oder in zwei verschiedene Classen 
aufiiimmt, je nachdem sie aequivalent sind oder nicht Jede Zahl ca kann 
als Repraesentant derjenigen Classe angesehen werden, welche ans allen 
mit CO aequivalenten Zahlen besteht. 

Nennt man die reellen Zahlen x, y die Coordinaten, und zwar x 
die Abscisse, y die Ordinate der aus ihnen gebildeten complexen Zahl 
co = a?+yi, so ergiebt sich leicht, dass die Ordinaten von je zwei aequi- 
valenten Zahlen co^ cO| dasselbe Vorzeichen haben, oder beide verschwinden. 
Wir werden im Folgenden das Gebiet S derjenigen Zahlen ai betrachten, 
deren Ordinaten positiv sind, und ausserdem nur noch die rationalen reellen 
Zahlen, welche letzteren offenbar eine einzige Classe R bilden, weil sie 
sämmtlich mit der Zahl aequivalent sind; es wird sich zeigen, dass diese 
Classe Ry welche zugleich die Zahl oo enthält, als die vollständige J?e- 
grenzung des Gebietes S anzusehen ist. 

§. 2. Vollständiges Repraesentanten-System. 

Es kommt nun darauf an, ein vollständiges System von Repraesen- 
tauten coo aller Classen aufzustellen, aus welchen das Gebiet S besteht, in 
der Weise, dass jede Zahl co dieses Gebietes mit einem, und im Allge- 
meinen auch nur mit einem dieser Repraesentanten co^ aequivalent ist Dies 
geschieht durch den folgenden Satz, in welchem das Zeichen N{x+y%) die 
Norm (aj'+y^) der complexen Zahl x+yi bedeutet: 

In jeder Classe des Gebietes S einschl. R giebt es einen, und im All- 
gemeinen auch nur einen Repraesentanten (On, welcher den drei Bedingungen 

(1.) iV(coo-l)^iV(co,.), 

(2.) iVK+l)^iVK), 

(3.) iV(aio)^l 
genügt. 

Der Beweis kann mit denselben Mitteln geführt werden, durch welche 
in der Theorie der binären quadratischen Formen von negativer Determinante 
bewiesen wird, dass jede solche Form einer, und im Allgemeinen auch nur 
einer reducirten Form aequivalent ist. Ich will mich hier begnügen, den 
ersten Theil des Satzes durch die folgende Betrachtung zu erledigen. Ist 
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CO eine bestimmte Zahl des Gebietes S, so giebt es, weil co nicht reell ist, 
unter allen Paaren von relativen Primzahlen a, ß mindestens eins, für 
welches JV(a+/9cü) so klein wie möglich wird; nachdem a, ß so gewählt 
sind, erhält man alle Lösungen der Gleichung aJ— /?j'=lin ganzen Zahlen 
y, d aus einer einzigen Lösung y', cT, indem man y ^y'—ma^ S^d'—mß 
setzt und m alle ganzen Zahlen von — c» bis + oo durchlaufen lässt ; wählt 
man tn so, dass 

möglichst klein wird, so hat die mit co aequivalente Zahl 

die in (1.), (2.), (3.) ausgedrückten Eigenschaften. Denn aus der Definition 
von a^ ß folgt, dass co» der Bedingung (3.) genügt, und ebenso aus der 
Definition von m, dass cü^ den Bedingungen (1.) und (2.) genügt. 

Geometrisch wird der Inbegriff aller dieser Zahlen co,, durch ein Stück 
der Halbebene S dargestellt, welches das Hauptfeld heissen und mit (coo) 
bezeichnet werden soll. Dasselbe ist begrenzt durch drei Linien, welche 
den Gleichheitszeichen in den Bedingungen (1.), (2.), (3.) entsprechen ; setzt 
man cOü = iCb+yoi, so nehmen die letzteren die folgende Gestalt an: 

(1.) a^o^i, 
(2.) x,'^-h 
(3.) x!,+yl^l] 

das Feld (cüo) liegt daher zwischen den beiden Geraden, welche in den 
Abständen ±| parallel mit der Ordinatenaxe laufen, und zugleich ausser- 
halb des Halbkreises, welcher mit dem Radius Eins aus dem Nullpunkte 
beschrieben ist. Dieses Feld wird offenbar durch die Ordinatenaxe in 
zwei symmetrische Hälften zerlegt. Die beiden Parallelen (2.) und (1.) 
schneiden sich im Punkte c», dem Repraesentanten der Classe R der ratio- 
nalen Zahlen, und sie schneiden den Kreis in den Punkten 

9 = J und -p^ = l + p = -— , 

während die Symmetrieaxe den Kreis im Punkte 

-1 

t = — — 
t 

schneidet. 
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Wenn nun coo der Grenzlinie (2.) angehört, d. h. wenn a\) = — i^ ist, 
so leuchtet ein, dass die aequivalente Zahl l + co^ der Grenzlinie (1.) au- 
gehört, und diese beiden Punkte cü,,, 1+coy liegen symmetrisch zu beiden 
Seiten der Ordinatenaxe. Wenn femer coy der Kreislinie (30 angehört, so 

gilt dasselbe von der aequivalenten Zahl ^^^— = — a?o + jfo i, und diese beiden 



Punkte coy, ^^^^ liegen ebenfalls symmetrisch zu beiden Seiten der Ordi- 



natenaxe. Je zwei symmetrische Punkte der Begrenzung von (co,,) sind 
daher Repraesentanten einer und derselben Classe. Es Hesse sich nun auch 
leicht zeigen, dass ausser diesen Fällen niemals zwei verschiedene Punkte 
oder Zahlen des Feldes (toy) derselben Classe angehören können, mögen 
sie im Innern oder auf der Begrenzung von (coy) liegen. Der Kürze halber 
unterdrücke ich diesen Beweis, welcher, wie schon oben bemerkt, genau 
ebenso lautet, wie der Beweis des Satzes, dass zwei verschiedene reducirte 
binäre quadratische Formen von negativer Determinante nur in gewissen 
Ausnahmefällen aequivalent sein können (vergl. Zahlentheorie von Dirichlel, 
zweite Auflage, §. 65) ; es wird genügen zu bemerken, dass, wenn x, y will- 
kürliche Variable bedeuten, die binäre quadratische Form 

iV(a?+ycüy) = (1, iry,(r?,+y?)), 

deren Determinante =— yo, immer eine reducirte ist, wenn dieser Begriff 
auf Formen mit gebrochenen oder irrationalen reellen Coefficienten über- 
tragen wird. 

Sind nun a, /S, y, d vier bestimmte ganze Zahlen, welche der Be- 
dingung ad—ßy ^1 genügen, und setzt man 



ah, = ' : ^ — , Cü = • * 



SO entspricht, wie man leicht erkennt, dem Hauptfelde (co,,) ein Feld (w), 
welches von drei Kreisbogen begrenzt wird, deren Mittelpunkte stets in der 
Abscissenaxe liegen, und welche in gerade- Linien ausarten können; die den 
Eckpunkten 

des Hauptfeldes entsprechenden Eckpunkte des Feldes (cü) sind 

— T + ctQ ^y — ag* — a 

d--ßg ' 9-\-ßg' ' ~ß^' 

deren letzter der Classe ß angehört. Offenbar entspricht den vier Zahlen 
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— a, — /9, — y, — J dasselbe Feld (cü); sonst aber entsprechen, wie die ge- 
naue Untersuchung zeigt, zwei verschiedenen Systemen von vier Zahlen 
^5 ßf Vi ^ immer zwei verschiedene Felder (co), welche ganz ausserhalb 
einander liegen und höchstens eine Grenzlinie oder auch nur einen Eck- 
punkt gemeinsam haben können. Die ganze Halbebene S einschliesslich R be- 
besteht aus unendlich vielen solchen, den verschiedenen Systemen oder Sub- 
stitutionen +a, +/?, ±y^ ±$ entsprechenden Kreisbogendreiecken (co), welche 
sich in unendlicher Anzahl und Verkleinerung an die Abscissenaxe andrängen. 
Niemals enthält aber ein solches Feld (co) einen irrationalen reellen 
Werth, und in diesem Sinne sage ich, dass bei unserer Untersuchung die 
Classe R der rationalen Zahlen die vollständige Begrenzung des Gebietes 
S bildet. Ist r eine bestimmte rationale Zahl, so giebt es unendlich viele 
Felder (co), welche diesen Werth r gemeinschaftlich haben (vergl. §.4, IIL); 
das aus allen diesen Feldern bestehende Gebiet G{r) ist durch unendlich 
viele solche Kreisbogen begrenzt, welche der Linie (3.) entsprechen. Ist 
nun X ein constanter reeller, aber irrationaler Werth, und nimmt y von 
4-^ bis ab, so durchläuft (o=^x+yi unendlich viele solche Gebiete 6(r), 
und die Zahlen r, deren Nenner immer grösser werden, nähern sich dem 
Werthe x unendlich an. So lange cd einem und demselben Gebiete G{r) 
angehört, beschreibt die aequivalente Zahl coo iin Hauptfelde Kreisbogen, 
welche immer nach einer bestimmten der beiden Linien (1.), (2.) hinführen, 
von hier zu dem symmetrischen Punkte springen und sich durch Verschie- 
bung zu einem einzigen Kreise zusammensetzen lassen; endlich aber muss 
ein letzter solcher ELreisbogen in die Linie (3.) führen ; dann tritt (o in das 
folgende Gebiet G(r'), und nun beginnt o;,, von dem symmetrischen Punkte 
der Linie (3.) aus, eine neue Kreisbogenbewegung in (cü„), welche dem 
Durchgange der Variablen o) durch eine endliche Anzahl von Feldern 
des Gebietes G{r) entspricht (vergl. den Schluss von §. 6.). Die Annähe- 
rung der Zahlen r, r' . . . an den Werth x ist nicht ohne Interesse , und 
ich verspreche mir (vielleicht mit Unrecht) von der näheren Untersuchung 
derselben noch ein brauchbares Resultat, wenigstens für den Fall, dass x 
die Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen Coefficienten igt. 

§. 3. Die Valenz. 
Nach diesen Vorbereitungen gehe ich zu dem Fundamentalsatze 
meiner Untersuchung über, welcher folgendermaassen lautet: 

Journal f&r Mathematik Bd. LXXXUL Heft 4. 3Ö 
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Es giebt eine Function e der Variablen w im Gebiete S und auf 
dessen Begrenzung R, welche für alle aequiealenten Werthe co Einen be^ 
stimmten Werth besitzt, und zwar so, dass umgekehrt Jedem Werthe der im- 
beschränkten complexen Variablen e Eine bestimmte Classe eon aequvMklenten 
Werthen w entspricht 

Der Beweis ergiebt sich aus den Principien von Riemann (Art 21 
der Inaugural-Dissertation). Man bilde die eine der beiden symmetrischen 
Hälften des Hauptfeldes (coo) auf einer der beiden Hälften der e-Ebene ab, 
in welche dieselbe durch die Axe der reellen e zerfällt; hierbei bleiben 
drei reelle Constanten willkürlich, da zu einem inneren und zu einem Begren- 
zungspunkte des Origmals die entsprechenden Bildpunkte willkürlich gewählt 
werden dürfen. Hierauf setze man die Abbildung durch die Symmetrieaxe des 
Feldes (coo) hindurch in die andere Hälfte in der Weise fort, dass je zwei zur 
Axe symmetrischen Punkten coo zwei conjugirte complexe Werthe e entsprechen ; 
hiermit ist das ganze Feld (coo) so auf der ganzen e-Ebene abgebildet, dass je 
zwei aequivalenten Werthen co,,, d. h. je zwei symmetrischen Punkten der 
Begrenzung von (co„) ein und derselbe (reelle) Werth e entspricht; je zwei 
nicht aequivalenten Werthen co,, entsprechen zwei verschiedene Werthe r, 
und umgekehrt entspricht jedem Werthe e ein einziger Werth co„, oder es 
entsprechen ihm zwei aequivalente Werthe cüq, welche der Begrenzung von 
(öl,)) angehören. Man kann daher die Abbildung von (cwo) auf alle Felder 
(co) der ganzen Halbebene S und deren Begrenzung R so ausdehnen, dass 
je zwei aequivalenten Werthen co ein und derselbe Werth e entspricht, 
und es leuchtet ein, dass bei dem Uebergange von einem Felde {(o) durch 
die Begrenzung desselben zu einem benachbarten Felde die Function f> 
sich stetig ändert. 

Sind nun A, B, C, D beliebige reelle Constanten, so hat die Function 

A^Bv 

dieselben Eigenschaften wie r, und sie nimmt ebenfalls jeden reellen Werth 
einmal an, wenn C0(j die ganze Begrenzung der einen symmetrischen Hälfte 
des Feldes (co,,) durchläuft; die drei verfügbaren Constanten sollen nun so 
gewählt werden, dass 

dem Werthe Wy^ = p der Werth t? = 0, 

CO,, = f - - f> = 1, 

CO,, = X) - - e = oo 
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entspricht. Die hierdurch völlig bestimmte Function p will ich die Valens 
von Ol nennen nnd mit yal(a>) bezeichnen. Aequivalente Zahlen co sind 
demnach Zahlen von gleicher Valenz. 

§. 4. Windungspunkte. 
Um von dieser Definition der Function e zu ihrer analytischen Be- 
stimmung zu gelangen, betrachten wir zunächst die umgekehrte Function; 
ist CO ein Zweig derselben, so ist jeder andere von der Form 



w, = 



1 a-f/J 



Ol 



? 



WO «, [i, y, d vier ganze Zahlen bedeuten, welche der Bedingung ad—ßy^i 
genügen, und es fragt sich, ob zwei solche im Allgemeinen verschiedene 
Zweige in einem Windungspunkte c, für welchen co = cüj = r wird, zusammen- 
hängen können. Hierzu ist erforderlich, dass t eine Wurzel der Gleichung 

also 

{2ßr + a-dy = {a + df-4: 

ist, und da t entweder rational ist oder eine positive Ordinate hat, so sind 
nur folgende drei Fälle möglich. 

(L) a + J = 0. 

Da a^+ 1 = (a+ •) (a — $) = — /3y ist, und ß positiv angenommen 
werden darf, so ergiebt sich aus der Theorie der ganzen complexen Zahlen 
von Gauss mit Leichtigkeit, dass man 

-a+s = («'-/?' i)(/+(y'i); y--(y' + (y'i)(y'-<^'«), 

setzen kann, wo a', /?', y', J' vier ganze rationale Zahlen bedeuten, welche 
offenbar der Bedingung aS'—ß'y^l genügen müssen; die ganzen com- 
plexen Zahlen a -f ß' $, y + ^' i sind relative Primzahlen, und man erhält 

d. h. T ist aequivalent mit i, und folglich ist e = 1. Nimmt man nun 
z. B. T = f, so ist 

« = o, /9 = i, y = -i, «y=o, 

und die beiden in Rede . stehenden Zweige sind 

-1 



(Of, und 



f^o 
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Diese hängen aber wirklich an der Stelle e = l, co = f zusammen; denn 
wenn e, von Werthen mit positiver Ordinate ausgehend, einen positiven 
Umlauf um e = 1 macht, also die Axe der reellen e zuerst zwischen 
und 1, und nachher zyrischen 1 und + oc kreuzt, so geht cd» aus deijenigen 
Hälfte des Hauptfeldes (cog), in welcher die Abscissen negativ sind, durch 
den Kreisbogen (3.) zwischen q und i zunächst in die Hltlfte des Feldes 

(-^^^^^— ) ttber, in welcher die Abscissen negativ sind, und dann durch die 

Ordinatenaxe hindurch in die andere Hälfte desselben Feldes f^^^^-j, in 

in welcher die Abscissen positiv sind. Hieraus ergiebt sich, dass (1— o) 
unendlich klein wie {(o — if wird, und folglich bleibt in diesem Windungs- 
punkte das Product 



dm 

endlich und von verschieden. Dasselbe gilt für je zwei Zweige 
welche sich für e = 1 in irgend einem mit i aequivalenten Werthe 

vereinigen, und zwischen welchen die Relation 

besteht 

(H.) a + d = ±1. 

Setzt man zur Abkürzung 

i — a + 8 
* = 2 ^ 

80 ist, je nachdem* das obere oder untere Zeichen gilt, 

« = 1 — « = J oder e — —a = l + (f, 

folglich in beiden Fällen 

(«+«-l)(«+a) = 0, 

«Uo 

a^ = tt(2e+a — l) = e—e*] 

mithin ist 
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und da ß positiv angenommen werden darf, so ergiebt sich hieraus zufolge 
der Theorie der aus q gebildeten ganzen complexen Zahlen, dass man 

setzen kann, wo «', /y, /, J' vier ganze rationale Zahlen bedeuten, welche 
o£Fenbar der Bedingung a'^'— /3'/=l genügen müssen; die ganzen com- 
plexen Zahlen a'+ß'Q, Z+^Q sind relative Primzahlen, und man erhält 

ß *+e' o^+ßQ ' 

d. h. T ist aequivalent mit q^ und folglich ist e = 0. Nimmt man nun 
z. B. T = e, so ist € = 0, /9 = 1, also entweder 

a = l, /9=1, y = -l, (^ = 0, 
oder 

« = 0, /9.= 1, y = -l, cr = -l, 

und in der That geht, wenn r aus einem Werthe mit positiver Ordinate 
einen positiven Umlauf um e = mftcht, von den drei Zweigen 

der erste in den zweiten, dieser in den dritten, und dieser wieder in den 
ersten über. (Macht r denselben Umlauf aus einem Werthe mit negativer 
Ordinate, so gehen die drei Zweige 






welche ebenfalls den Eckpunkt q gemeinschaftlich haben, cyklisch in ein- 
ander über). Hieraus folgt, dass in diesem Windungspunkte das Product 

-1 dv 

dw 

endlich und von Null verschieden bleibt. Aehnlich verhält es sich für alle 
anderen mit p aequivalenten Werthe t. 

(HL) {oL^öf = 4. 

In diesem und nur in diesem Falle wird t rational, also ein Re- 
präsentant der Begrenzung R, und folglich wird r = oo. Setzt man (was 
erlaubt ist) a + ^ = + 2, und 

1 — a — y m 



T = 



ß "" 1-a ^ n ' 
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WO my n relative Primzahlen, so ergiebt sich 

a = l+gmn, ß=z^gn\ y^+gm\ S^l'-gmn, 

wo g eine willkürliche ganze Zahl bedeutet Nimmt man z. B. «i :=> 1, » = 0, 
also T = oo, so erkennt man leicht, dass jeder der unendlich vielen Zweige 
(9+^u) durch einen positiven Umlauf von r um r = oo in den folgenden 
Zweig (^f+l+o^ü) übergeht Für unendlich grosse Werihe von cü ist daher 
die unendlich kleine GrrÖsse 

eine einändrige Function von r, und da umgekehrt e überall eine ein- 
werthige Function von 1*^ ist, so bleibt fttr co = oo das Product 

endlich und von Null verschieden, und zugleich wird 

1 dfD __ dlogr _ ^ 

dw aw 

» 

Hieraus lässt sich leicht das Verhalten von e fttr alle anderen rationalen 
Werthe cü = — ableiten, 

n 

§. 5. Differentialgleicbungea. 

Bedeuten u, e zwei beliebige von einander abhängige Variable, so 
wollen wir zur Abkürzung den Differentialausdruck dritter Ordnung 



ZI \ —4 d d J dv r T 



du 

setzen; man findet leicht, dass derselbe die beiden Eigenschaften 

(2.) [«,r] = -[f>>«](-^)\ 

(3.) [e, ujdv'' -\-[tt),v]du>''+lu,ic]dtt'' = 

besitzt, wo w ebenfalls eine beliebige Function von u, also auch von e 
bedeutet Sind femer u, w coUmeare Variable, womit ausgedrückt sein 
soll, dass 

, . . C+Du 

ist, wo A, B, C, D Gonstanten bedeuten, so ist 

(5.) [tt, le] = [w, tt] = 0, 



• •< 
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und folglich, was auch e sein mag, 

(6.) [r,fi] = [r,ir]; 

und umgekehrt, wenn [«, ir] = ist, so sind «, w collinear, d. h. die Glei- 
chung (4.) ist das allgemeine Integral der Differentialgleichung (5.). 

Diese allgemeinen Sätze wenden wir auf folgendes Beispiel an. Es 
sei wieder e = val(co), so ist offenbar 

eine einwerthige Function von w, da sie auf rationale Weise aus den Deri- 
virten erster, zweiter und dritter Ordnung von e in Bezug auf (o gebildet 
ist ; wir wollen nun beweisen, dass sie auch eine einwerthige Function von 
e ist. In der That, setzt man r^ = val (coi), wo (o^ eine neue Variable be- 
deutet , so ist f{(Oi) = [f?i , CO J ; und wenn co^ mit co durch die Gleichung 

verbunden wird, wo «, /?, y^ S ganze Zahlen bedeuten, welche der Be- 
Aingmig ad--ßy=l genügen, so istri = e, also /'(coj) = [e, co,] ; da ausser- 
dem (o , coi collinear sine* , so folgt aus (6.) , dass [ü, co] = [t?^ co ,] , also 
f[(o)=:f{a)i) ist; mithin entspricht jedem Werthe e nur ein einziger Werth 
f{(Jü>). Wir können daher 

(7.) [r, cü] = F(r) 

setzen, wo F{e) eine einwerthige Function von v bedeutet. Aus ihrer 
Bildung geht hervor, dass sie flir alle Werthe r, mit Ausnahme von 1, 0, oo 
endlich bleibt, und da für diese Werthe von c, denen man die Werthe 
i, e, oo von CO entsprechen lassen darf, respective das Product 

/H \ i de _i dv _, df) 

^ ^ dw ^ dta ^ d(o 

endlich und von Null verschieden bleibt, so ergiebt sich, dass entsprechend 

wird; da folglich die einwerthige Function f?^(l—f>yF(r) für alle endlichen 
Werthe von r endlich bleibt und flir t? = oo unendlich gross von zweiter 
Ordnung wird, so ist sie eine ganze Function zweiten Grades, deren Coef- 
ficienten aus den vorstehenden drei Gleichungen sich unmittelbar ergeben; 
auf diese Weise findet man 
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i t?/ \ — 36r*-41r4-32 

i _ _?_4._??__L__^ 4. ^^ 

~ 9»* "^ 36» "''4(1-©)* "*"36(1-»)' 

Die Function v = val (to) ist daher eine Lösang o' der Differential- 
gleichung dritter Ordnung 

(9.) [r>] = F(r'); 

um ihr allgemeines Integral c' zu finden , setze man »' = val {ai') , wo to' 
eine neue Variable bedeutet; dann ist [«', oi'] = F{v'), also [»', to'] = [«', tw], 
woraus mit Rücksicht auf (2.) und (3.) folgt, dass [co, cd^ = 0, also 

(10.) ctf' =: . ; p , p =val( . ' ) 

ist, wo -4, B, C, D willkürliche Constanten bedeuten. Zugleich ergiebt 
sich aus (3.), dass^ das System der beiden Gleichungen 

(11.) e = val(c«), r' = val(^-|^) 

das allgemeine Integral der Differentialgleichung dritter Ordnung 

(12.) [e, f?'] dr' = F(c) de^ - F(c') de'"" 
bildet (Vergl. Fund, nova §§. 32, 33). 

§. 6. Die elliptischen Modul-Functionen. 



Aus der Bildung des Ausdrucks [ü, co] geht hervor, dass i/— einer 

linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung in Bezug auf r genügt; 
allein es ist offenbar zweckmässiger, die Grösse 

(1.) w = const.ü~*(l— f?)~^(^) 

einzuführen, welche flir alle Werthe von w innerhalb S endlich und von 
Null verschieden bleibt, während sie in der Begrenzung R stets unendlich 
klein wird; mithin ist loga? und jede Potenz von ir, sobald ihr Werth an 
einer Stelle des einfach zusammenhängenden Gebietes S gegeben ist, eine 
völlig bestimmte, durchaus einwerthige Function von w. Aus der obigen 
Differentialgleichung drittel* Ordnung (7.) in §. 5. folgt nun, dass n> der 
hypergeometrischen Differentialgleichung 

(2.) r(l-«)-^ + (i-^r)-^-TiT«' = 
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genügt, deren allgemeines Integral (const + const co) ip in der Form 

const. F(Vy , xV 1 i j ^) + const. F(xV , r*^ 7 i , 1- «^) 
enthalten ist, wo F die Reihe von Gauss bedentet. Dasselbe hätte man 
anch dnrch directe Untersuchung der Grösse v> als einer i^i^monfischen 
P- Function erhalten, und noch einfacher würde man, wie mein Freund 
Heinrich Weber in Königsberg mir vor einem Jahre mitgetheilt hat, durch 
die Betrachtungen zum Ziele gelangen können, welche den Gegenstand der 
Abhandlung XXV in RiemannB Werken bilden. Endlich bemerke ich, dass 
das in §. 3. behandelte Abbildungsproblem sich auch durch die Unter- 
suchungen von Weierstrass ' xmA Schwarz erledigen lässt 

Von besonderem Interesse ist nun die Quadratwurzel der Grösse ir, 
und ich will dieselbe durch 

(3'.) Ti{(o) = const. r-^l-t^rKi)* 

bezeichnen; sie ist, wie schon bemerkt, eine einwerthige Function von 01, 
welche für alle Werthe von cd innerhalb S endlich und von Null ver- 



ta 



schieden bleibt; für w = oo wird sie unendlich klein wie e ^», also wie 1^*; 
ich wähle die Constante so, dass für o; = c» das Product 



Ol 

24. 



(4.) 1 '*i7(co) = 1 
wird, und hierdurch ist ??(co) für das ganze Gebiet S vollständig bestimmt 

• 

Bedeuten «, /?, y, J wieder vier ganze Zahlen, welche der Bedingung 
ad—ßy^l genügen, so folgt aus 

val(4±^) = vaKo,) 

die Eigenschaft 

wo c^* =1 ist ; speciell ergiebt sich leicht 

(6.) i?(l+öi) = l"i7(cü); ,,(^) = l-tcü*i;(co), 



WO CO* = 1* wird , wenn co = 1* = i ist Die Function ist durch die ge- 
nannten Eigenschaften vollständig bestimmt; denn wenn f{(o) ebenso be- 
schaffen ist, so ist der Quotient f{a)):Ti{a)) zufolge (6.) eine einwerthige 
Function von e = val (co), welche für alle endlichen Werthe von r endlich 
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bleibt uhd zufolge (4) für e = oo den Werth Eins annimmt, und folglich 
constant =: 1 ist 

Um nun den Zusammenhang zwischen dieser Function ri{(o) und 
dem Modul der elliptischen Integrale oder dessen Quadrat k herzustellen, 
betrachte ich die der Transformation zweiter Ordnung entsprechenden 
Functionen 

(7.) i;,(co) = i;(2ai); i;, (oi) = , (|.) ; i;, (co) = , (-i±i!L) ^ 

welche folgende Eigenschaften besitzen. Aus (6.) folgt 

-In .-i/iü\* 

Ol 

-1 

Ol 

und für CO s oo folgt ans (4.) 






» t* ta 



l"i?iH = l; l%(ai) = l; l«,3(cu) = lA 
Hieraus ergiebt sich, dass die Function 

die Eigenschaften 

besitzt und folglich eine einwerthige Function von d = val(co)i8t, weil alle 
Substitutionen \ jf) sich aus den beiden Substitutionen ( / ^ ) und (_/q ) 

zusammensetzen lassen; sie bleibt vermöge ihrer Definition endlich fllr alle 

endlichen Werthe r und wird = 1'*^ für w = oo, u = oo, folglich ist sie eine 
Constante. Es ist daher 

und ein ähnlicher Satz gilt ftlr Transformationen von beliebiger Ordnun^^. 
Ebenso ergiebt sich, dass die Function 

die Eigenschaften 
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besitzt, woraus folgt, dass /i(a>)^ eine einwerthige Function vone=val(ai) ist, 
welche flir jeden endlichen Werth von e endlich ist; für co = oo, d = oo 



Ol 



wird femer /i(cü)l® =0, also auch /;(coyr"* = 0; also" kann /i(co/ nicht 
einmal von der Ordnung r* unendlich gross werden, und folglich ist /i (co)*, 

also B,uchfi{(o) eine Constante, und zwar =0, wie sich aus/i(l + co) = l^fi{(o) 
ergiebt Es ist daher 

(9.) 2*1?, (CO)« + 17, (CO)« + 1*173 (CO)« = 0. 

Fuhrt man nun die folgenden Bezeichnungen ein (welche mit denen 
von Hermite übereinstimmen) 

(10.) i^(„) = iAiM = f.. = ^(jzL), 



;f(a)) = l»''f2. 



»?(«) 



so folgt aas (9.) 

(1 1.) (p {(of + xff {atf =1, xH Ä** = 1 

und ans (8.) 

(12.) 9)(ö>)v(ß>) = xipf] 
ausserdem kann man die Grössen K, K' durch die Gleichungen 

(13.) y JZ = iW^J^Ä K'i^Ki» 

definiren. 

FUr die Function k = x^ = q) (co)« ergeben sich nun aus dem Obigen 
die Eigenschaften 

(14.) ^(l+«,).= -2-iMl=^i^, 

(IB.) ,(^)-=l.^ = «..= l-*, 
und ausserdem ist 



tu 



(16.) Äl '=2* für (ü = oo. 
Hieraus folgt, dass die Function 

f(a,) - (* + g)'(* + g')' 



36 
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die Eigenschaften 

m 

besitzt, mithin eine einwerthige Function von r = val (co) ist ; sie kann nur 
dann unendlich werden, wenn A = 0, 1, oo wird; da aber k und (1— Ar) 
Quotienten von 17-Functionen sind, so kann dies nur dann geschehen, wenn 
r = 00 wird, also z. B, für co = 00 ; in diesem Fall wird aber h zufolge (16.) 

Ctf 

unendlich klein wie 1% also wie e~*, und folglich f'^im) unendlich gross 
wie f>; mithin ist ^(co) eine ganze Function ersten Grades von e^ also 

(*+e)'(&+ey ^ ^^ ,. 

Um die Constante b zu bestimmen, setze man a) = (>^ also r = 0; da nun 

nnd folglich 

ist, so ergiebt sich für * der Werth 

(17.) y(p)8=li2*-^^ p, 

und folglich ist 6 = 0. Um a zu bestimmen, setze man 01 = 1^ also « = 1 ; 
dann ergiebt sich flir k der Werth 

(18.) y(i)« = y(^)' = l-y (•? = *, 

woraus a «= y folgt. Auf diese Weise erhalten wir das Resultat 

(19.) ,=vj(«,)=,v-2±|a+rt:-. 

■ 

In dieser Form erscheint die Function v an mehreren Stellen der bertthmten 
Abhandlung von Hermite über die Theorie der Modulargleichungen; ich 
bemerke zugleich, dass auch Gauss (Werke III. S. 386) die Absicht gehabt 
hat, eine solche Function einzuführen. 

Man kann, in ähnlicher Weise wie dies oben fttr i?(£o) geschehen 
ist, beweisen, dass die Function k=^q>{mf durch die angegebenen Eigen- 
schaften vollständig bestimmt ist; die Principien, auf welche sich der Nach- 
weis der Existenz der Function e gestützt hat, führen auch ebenso leicht 
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zur unmittelbaren Bestimmimg der Function k; dieselbe erfordert, wie aus 
der Combination von (14.) und (15.) hervorgeht, zu ihrer vollen Ausbreitung 
im Gebiete S sechs ganze oder zwölf halbe Felder (w)^ welche letzteren 
so gewählt werden können, dass sie symmetrisch zu beiden Seiten der rein 
imaginären (o liegen. Man erhält auf diese Weise die Differentialgleichung 
dritter Ordnung 

(20.) [*,.] = iHÄl, 

und ebenso wie wir oben zu einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung für tr = const 17 {coY gelangt sind, ergiebt sich hier, wenn man 

(21.) 4^ = -=i*(i-*)ir^ 

^ ^ d(ü n% ^ ' . 

setzt, die bekannte lineare Differentialgleichung 

(22.) ^(*(i-*)^r) = iÄ; 

welche den Ausgangspunkt der Abhandlung von Fuchs bildet. Natürlich 
wttrde man dieselben Resultate auch aus dem Zusammenhang zwischen k 
und f> finden, welcher in (19.) ausgedrückt ist. 

Da k durch die obigen Eigenschaften als Function von co vollständig 
bestimmt ist, und da die in der Theorie der elliptischen oder ^-Functionen 
auftretende Function 

». (0, ^r ' 

&, (0, wy 

wirklich dieselben Eigenschaften besitzt, so ergiebt sich aus dieser Identität 
beider Functionen leicht, dass 

*(0,<») = -^{^; »;(0,») = 2ji,(<»)', 

und folglich 



(O 



(24.) ri {(o) = 1^* 77(1 -- 1^0 = ^^^77(1 -g'O 
ist, wo V alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, und 



7 



(25.) ^ = 1 

bisher nicht geglückt, diese Darstelhmg 
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fl{(o) als explicite Function von co lediglich aus ihrer obigen Definition, 
also ohne die Hülfe der Theorie der ^-Functionen abzuleiten. 

Die eingehende Beschäftigung mit dieser Function rj (co), zu welcher 
mich zuerst die Untersuchung Über die Anzahl der Idealclassen in knbi- 
sehen Körpern veranlasst hatte^ ist mir später von grossem Nutzen bei der 
Bearbeitung des zweiten Fragmentes XXVII aus dem Nachlasse von Ate- 
tnann gewesen. Die Zahlen (m^ n), auf welche ich durch das Studium des- 
selben geführt bin, besitzen in der That sehr interessante Eigenschaften; 
ist z. B. n eine positive ungerade Zahl, und m relative Primzahl zu n, so ist 

(^) — '^ ^^'^^ ^™^^ *^' 

wo ( — ) das Zeichen von Legendre und Jacobi aus der Theorie der qua- 
dratischen Reste bedeutet; ist m ebenfalls positiv und ungerade, so .ergiebt 
sich hieraus unter Zuziehung des Satzes 

2m (m, fi) + 2 II (fi, m) = l-f-m^-f-«^ — 3mii, 
sofort der verallgemeinerte Reciprocitätssatz in der Form 

Ich erlaube mir hier auf eine Stelle der Abhandlung von Fuchs auf- 
merksam zu machen, in welche, wie mir scheint, sich ein Irrthum einge- 
schlichen hat Sind m, n relative Primzahlen, und nähert sich (o=^x+yi 

dem rationalen Werthe — so an, dass x constant = — bleibt, und y positiv 



unendlich klein wird, so nähert sich ky wie aus dem Fragmente von 
mann oder auch aus der obigen Theorie folgt, dem Werthe 

Ä = c», wenn i» == 1, « ^ 1 (mod. 2), 

ft = l, - i»5=0, iiE=l 

ft = 0, - i»^l, 11^0 

ist; wenn dagegen co = a:+yt sich auf dieselbe Weise einem irrationalen 
reellen Werth x nähert, so ergiebt sich aus der obigen Theorie (vergl. den 
Schluss von §. 2.) , dass k sich keinem bestimmten Werthe nähert, sondern 
unaufhörliche Schwankungen erleidet Dies steht im Widerspruch mit dem 
Satze n. auf Seite 27 der genannten Abhandlung, in welchem behauptet 
wird, dass die Grösse u (= &~* nach meiner Bezeichnung) sich immer einem 
der beiden Werthe Null oder Eins annähern müsse, und mir scheint, als 



Dedekind, über die ellipiiichen Modul-FuncttonetL 287 

Bei der Beweis dieser Behauptimg gerechten Bedenken unterworfen, namentlich 
in dem Theile, welcher auf die Worte „ou n'y parvlnt pas" (S. 26) folgt 
Doch ist diese Abweichung von keiner wesentlichen Bedeutung für den 
Hauptgegenstand der sehr interessanten Abhandlung. 

§. 7. Transformation. 
Ich will nun noch zum Schluss die Theorie der algebraischen Glei- 
chungen zwischen Valenzen begründen, welche den Modulargleichungen 
in der Theorie der Transformation der elliptischen oder ^-Functionen ent- 
sprechen. Es sei wieder f? = val(ce)), und 

wo A, By Cy D vier beliebige ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler 
und von positiver Determinante 

AD-BC=n 

bedeuten. Die Anzahl aller möglichen solchen Functionen «^^ welche einer 
gegebenen positiven ganzen Zahl n entsprechen, ist endlich und leicht zu 
bestimmen. Es sei nämlich, wenn A, B, C, D gegeben sind, d der grösste 
positive gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 

B^dß, D = öcy, 

so ist 

« = öö, wo a^A8--Cß; 

jiun kann man, da ß, S relative Primzahlen sind, die beiden ganzen Zahlen 
o, y stets und nur auf eine einzige Art so bestimmen, dass ad—ßy^l 
wird, und dass zugleich die Zahl 

c = Ca — Ay 
der Bedingung 



0<c<a 



genttgt; dann ist 



mithin 






und da A, B, C, D keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so gilt das- 
selbe auch von den drei Zahlen a, c, d. Um daher für eine gegebene 
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Zahl n alle möglichen FunetioDen «^ zu erhalten, brancht man nur a alle 
positiven Divisoren von n durchlaufen zu lassen; fllr jeden solchen Divisor 
a bestimmt sich d durch die Gleichung ad = n; ist nun e der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler von a und 8 so darf, wenn (p{e) die Anzahl der- 
jenigen Zahlen 0, 1, 2, . . . (e — 1) bedeutet, welche relative Primzahlen zu 

e sind, die Zahl c alle diejenigen — (p{e) Zahlen durchlaufen, welche rela- 

tive Primzahlen zu e sind und zugleich der Bedingung ^ c < a genügen. 
Es lässt sich ferner leicht zeigen, dass je zwei verschiedenen Systemen 
von drei solchen Zahlen a, c, 6 auch zwei nichtidentische Functionen 






entsprechen, und folglich ist die Anzahl aller wirklich verschiedenen Func- 
tionen Vn gleich 



a 



wo a alle Divisoren von n durchläuft, und e jedesmal die oben angegebene 
Bedeutung hat Aus dieser Form folgt sofort, wenn «, n' relative Prim- 
zahlen sind, der Satz 

der Fall einer Primzahlpotenz ist leicht zu erledigen, und hieraus ergiebt 
sich allgemein 

yj{n) = «77(1 + 1), 

wo p alle verschiedenen in n aufgehenden Primzahlen durchläuft. 
Setzt man zur Abkürzung yj {n) = r, und bezeichnet mit 

die sämmtlichen verschiedenen in der Form 

enthaltenen Functionen e^, so sind, wenn a, ß, y, d vier bestimmte ganze 
Zahlen bedeuten, welche der Bedingung «(J— /3y = l genügen, auch die 
V Functionen 



Dedekind, über die elliptischen Modul-Functianen. 289 

von einander verschieden; da femer jedes System von vier ganzen Zahlen 
A, B, C, D ohne gemeinschaftlichen Theiler, welche die Bedingung 
AD—BC^n befriedigen, durch die Zusammensetzung 






wieder ein System von vier ganzen Zahlen A\ B\ C, D' liefert, welche 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben und der Bedingung -4'/)'— i?'C = ii 
genügen, so ist jede dieser Functionen identisch mit einer der v Functionen 
Vny und folglich ist ihr Complex identisch mit dem der Functionen r». Be- 
deutet daher a eine willkürliche, von cd unabhängige Grösse, so ist das 
über alle v Functionen e^ ausgedehnte Product 

eine einwerthige Function von co, welche ungeändert bleibt, wenn co durch 
eine beliebige aequivalente Grösse 

a + ßw 

ersetzt wird, und folglich kann man 

setzen, wo F^ (a, e) eine ganze Function v^^ Grades von a bedeutet, deren 
Coefficienten einwerthige Functionen von e = val {cd) sind. Ist e endlich, 
so gehört w dem Innern des Gebietes S an, und folglich ist jeder der 
r Werthe t?^, also auch F^io^e) endlich. Wird aber r = oo, so darf man 
annehmen, dass auch oi = oo wird ; da nun in diesem Falle 

l«val(co) = m, 
also 

C + OW 



1" vaH^— ^- ) = ml 



wird, wo m endlich und von Null verschieden ist (nämlich = 2~*3~^ wie 
sich aus (16.) und (19.) in §. 6. ergiebt), so folgt, dass F^{a, r) gleichzeitig 
mit e unendlich gross wird, und zwar von der Ordnung 

-^— • "7 <iP (^) = -^y 9> (e) = -2*y ?) (e) = 1^; 

mithin ist 
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auch eine ganze Function r^^ Grades von r, und es ist z. B. 

eine ganze Function n*®"* Grades von f>. Die v Functionen e^ sind daher 
algebraische Functionen von «, nämlich die Wurzeln der Gleichung 

Diese Valenzgleichung ist irreductibel. Genfigt nämlich die Function 
rl = val {n o)) einer Gleichung von der Form 

wo G(a, ©) eine ganze, rationale Function der beiden Grössen a, r bedeutet, 
so ist identisch 

G(val(fice)), val (co)) = 0, 

folglich auch, wenn die vier ganzen Zahlen et, ß, y^ ^ der Bedingung 
« (> — /3y = 1 genügen, 

lässt sich nun zeigen, wie gleich geschehen soll, dass die Function 

durch geeignete Wahl der vier Zahlen a, /?, y, (J zur Uebereinstimmung 
mit jeder der y Functionen 

gebracht weriien kann, so genügt jede Function ©^ der Gleichung G(On,t?) = 0, 
mithin i^t G^a^r^ theilbar durch F^{a,e\ woraus die Irreductibilität dieser 
letztoren Function folgt Es ist also nur noch zu beweisen, dass, wenn 
drtn Zaiilon n« c« c^ ohne gemeinschaftlichen Theiler gegeben sind, welche 
dor Hodingung aP — n genügen, man immer acht ganze Zahlen a, (i, y, (T, 
«'• /^. y*% ^' »^^ wählen kann, dass acJ^/iy = a'(y' -/?'/ = 1 und 

winl. l>io Hltgt^moinsto Art, solche Zahlen zu finden, ist die folgende 
(vrrirl. dio KU Anfang dieses Paragraphen ausgeführte Reduction). Man 
wKhIo tllr \t oiuo hoüobigo Zahl, welche relative Primzahl zu d ist, und setze 

er « od. 
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80 kann man / so wählen, dass die Zahl 

relative Primzahl zu d' wird; denn wie man auch y wählen mag, so ist 
/ jedenfalls untheilbar durch diejenigen Primzahlen, welche gleichzeitig 
in a und in d, also in e aufgehen, weil a, c, d keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, und weil (J relative Primzahl zu d ist; bezeichnet man 
femer mit p das Product aller übrigen in a aufgehenden Primzahlen (oder 
die Einheit, falls keine solche vorhanden sind), so ist d relative Primzahl 
zu p, also auch zn pd, und folglich durchläuft / gleichzeitig mit y ein 
vollständiges Restsystem (mod. />(?); mithin giebt es unendlich viele Werthe 
von y, für welche / relative Primzahl zu /xT und folglich auch zu <f = «(? 
wird. Nachdem d, y so gewählt sind, dass 8\ / relative Primzahlen werden, 
wähle man eine beliebige Lösung a', ß' der Gleichung 

«'(?'-/?>' = 1, 

und setze 

a==aa' + cß\ ß = dß\ 
so wird 

a(J-/3y = (aa' + c/9V-ö/3> = a'(J'-/9>'=l, 

und die gefundenen acht Zahlen erfüllen die obigen Forderungen, weil 

ny = ay+c^^ ni = d^ 
ist. 

Die Function F^(a, e) ist symmetrisch in Bezug auf a und r, wenn 
n >> 1 ist. Denn aus der Identität 

F^(val(iico),val(cü)) = 
folgt, wenn man cd durch — ersetzt, die Gleichung 

F.(<','<t)) = «. 

und da val(— ) eine der r Functionen f>^ ist, so ergiebt sich aus der eben 

bewiesenen Irreductibilität, dass F^ («, a) durch F^ (a, r) theilbar und folg- 
lich = ± F„ (a, e) sein muss ; da aber im Falle des unteren Zeichens die 
itreductible Function F^ (a, r) den Factor (a - f>) enthalten würde, so muss, 
wenn n > 1 ist, das obere Zeichen gelten. 

Da die sämmtlichen Functionen v^ nur specielle Fälle der in der 
Gleichung (11.) des §. ö. mit e' bezeichneten Function bilden, so besitzt 

37» 
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die dortige Differentialgleichung (12.) unendlich viele particuläre Lösungen 
e' = e^^ welche algebraische Functionen von e sind. Es lässt sich auch 
zeigen, dass sie keine anderen algebraischen Lösungen besitzen kann, und 
hieraus kann man, wie ich glaube, den Satz ableiten, dass alle Coef&cienten 
der Function F^ {a, ti) rationale Zahlen sind. Ich bemerke schliesslich, dass 
man durch die Untersuchung der ganzen Function F^ip^ti) oder auch der 
Discriminante der Function F^(a, ti) zur Theorie der singulären Moduln ge- 
führt wird, flir welche die complexe Multiplication der elliptischen Functionen 
Statt findet; eine nähere Ausführung dieser Untersuchung, in welcher die 
Composition der quadratischen Formen eine wesentliche Rolle spielt, muss 
ich mir aber fttr eine andere Gelegenheit versparen. 

Braunschweig, den 12. Juni 1877. 
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Elementary theorems relating to the geometry of a 
Space of three dimensions and of uniform positive 

curvature in the fourth dimension. 

(By Simon Newcombj Washington U. S. of North America.) 



Ihe foUowing theorems are foanded on the ideas of Riemann, as 
set forth in his celebrated dissertation „Ueber die Hypothesen, welche der 
Geometrie zn Grunde liegen", thongh they may not be entirely accordant 
with his remarks on the resnlt of his theory. It appears not uninteresting 
to consider the subjeet from the stand point of elementary geometry instead 
of foUowing the analytic method which has been commonly employed by 
writers on the non-Euclidian geometry. The System here set forth is 
founded on the foUowing three postulates. 

1. I assnme that space is triply extended, unbounded, withont pro- 
perties dependent either upon position or direction, and possessing snch 
planeness in its smallest parts that both the postuIates of the Euclidian 
geometry, and our common conceptions of the relations of the parts of space 
are tme for every indefinitely small region in space. 

2. I assnme that this space is affected with such curvature that a 
right line shall always retum into itself at the end of a finite and real 
distance 2D without losing, in any part of its course, that symmetry with 
respect to space on all sides of it which constitutes the fundamental property 
of our conception of it 

3. I assnme that if two right lines emanate from the same point, 
making the indefinitely small angle a with each other, their distance apart 
at the distance r from the point of intersection will be given by the equation 

2aD . rn 
8 = sm 



2D 

The right line thus has this property in common with the Euclidian 
right line that two such lines intersect in only a Single point. It may be 
that the number of points in which two such lines can intersect admits of 
being determined from the laws of curvature, but not being able so to de- 
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tennine it, I assame as a postulate the fiindamental property of the Eucli- 
dian right line. It remains to be seen whether this assnmptioD leadd to 
any conclusions either inconsistent with themselves or to the Euclidian 
geometry in any small region of space. 

The following nomenclatore may be used. 

A complete right line is one retuming into itself as Bupposed in po- 
stulate 2. Any small portion of it is to be conceived of as a Euclidian 
right line, It may be called a night line simply when no ambiguity will 
result therefrom. 

The locus of all complete right lines passing through the same 
point, and lying in the same Euclidian plane containing that point will be 
called a complete plane. 

A region will mean any indefinitely small portion of space, in which 
we are to conceive of the Euclidian geometry as holding true. Within 
any region whatever figures may be designated as Euclidian in order to 
avoid confusing them with the more complicated relations which have place 
in the geometry of curved space. 

The following propositions are for the most part, presented withont 
demonstration as being either too obvious to require it or obtainable by 
processes which leave no doubt of their validity. A few will need at least 
the outlines of a demonstration. 

L From postulates 1. and 2. it foUows that o// complete right lines 
are of the same length 2D. Hence D is the greatest possible distance at 
whi(*h any two points in space can be situated, it being supposed that the 
distance is measured on the line of least absolute length. If two moving 
points Start out in opposite directions from a point ^ on a right line a, 
tiicy will meet at the distance /> in a point which we may designate as A'a. 

IL The complete plane is a Euclidian plane in everg region of its 
eoptent, For, let a, a', and a" be three successive positions of the generatimg 
rif^ht liuc, and let r, r\ and r** be three points each at any distance r from 
tiio common point of intersection of the lines a, a* and a". Then, consi- 
ilorihK the Euclidian plane containing the line a and the point r\ there 
cün , owinff to the symmetry of space on each side (postulate 1.) be no 
rtiHMon wiiy tho line a should intersect this plane in one direction rather 
iliiiii In anothor, it will therefore whoUy lie in it And, from the same 
|HiMtuUto, tliorc is no reason why the line a" should pass on one side of 
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the plane ar rather than on the other; it will therefore lie in it. Therefore, 
in every region, the consecutive positions of the generating line lie in the 
same Euclidian plane. 

UI. Eeery system of right lines, pagging through a common point A 
and making an indefinitely small angle with each other ^ are parallel to each 
other in the regton Ä at distance D. From postnlate 3. it foUows that 

ds 

in this region we have ^ = 0, while, by proposition IL, every pair lie 

in the same plane. Conversely, since two points completely determine a 
right line, it foUows that all lines which are parallel in the same region 
intersect m a common point at the distance D from that region. 

IV. If a System of right lines pass in the same plane through A, the 
locus of their most distant points will he a complete right line. It is obvions 
that thiß locus will be everywhere perpendicular to the generating line, 
becanse there is no reason why the angle on one side should be diflFerent 
from that on the other. Moreover, there is no reason why the locus, at 
any point should deviate to one side of the Euclidian plane containing two 
consecutive positions of the generating line rather than to the other. It 
will therefore, in every region, be a Euclidian right line. Ajid, when the 
generating line has tumed through 180", the most distant point will have 
retumed to its original position : it will therefore have described a complete 
right line. 

V. The locus of all the points at distance D from a fixed point A^ 
is a compMe plane, and, indeed, a double plane if we consider as distinct the 
coincident surfaces in which the two opposite lines meet. For, let us imagine 
a series of right lines passing in one plane through a common point A. 
The locus of their most distant points will then, by the last proposition be 
a complete right line ß. Then, suppose this plane to revolve round a 
Euclidian right line lying in it at the point A. The locus ß will then 
revolve round the point -4' in a plane, and will therefore describe a complete plane. 

We have here a partially independent proof of proposition IL, since 
the locus in question must be alike in all its parts. The basis of this se- 
cond proof is proposition IV. which rests on the basis that the most distant 
region of a revolving line describes a Euclidian plane. 

VI. Conversely, all right lines perpendicular to the same complete 
plane meet in a point at the distance D on each side of the plane. This 
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point may be called the pole of the plane, and the plane itself may be 
called the polar plane of the point The position of a complete plane in 
spaöe is completely determined by that of its pole, and eice eersa. The 
poles of all planes passing throngh a point lie in the polar plane of that point 

Vn. For every complete right line^ there is a conjugate complete right 
line such that eeery point of the one is at distance D from every point of the 
other. A line may be changed into its conjugate by two rotations of 9&^ 
eaeh around a pair of opposite points. 

The three last propositions may be combined as foUows. If we 
call one locus polar to another when every point of the one is at distanoe 
D &om every point of the other, then, the polar of a point will be a plane, 
that of a right line will be another right line, and that of a plane will be 
a point And, every locus will be completely determined by its polar. 

VIIL Any two planes in space haee, as a common perpendicular, the 
fight line joining thehr poles, and intersect each other in the conjugate to that 
right line. 

IX. // a System of right lines pass through a point, their conjugates 
will be in the polar plane of that point. If they also be in the same plane, 
the conjugates will aU pass through the pole of that plane. 

X. From postulate 3. it may be deduced that the relation between 
the sides, a, b, and c of a plane triangle in curved space, and their opposite 
angles A, B, C, will be the same as in a Euclidian spherical triangle of 

which the corresponding «des are |^, ^ and -g-«). That is, the relation 

*) To prove this, in a rectilineal triangle of which a, b and c are the sides, and 
Ay B and C the opposite angles let us consider b and C as constant, and a^ c and 
B as fonctions of Ä. To find the differential variations of a, c and B, we Substitute 
dA (oT a in Postulate III: we then find 

da 2D cn 

sm 



dA nfAnB 2D 

de 2D . cn 

sm 



dA ntsLügB 2D 

dB cn 

= —cos 



dA 2D 

The Integrals of these equations may be expressed in the form 

sm-^^smB = C,, 

cn n 7zr n 

cos 
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in qnestion is expressed by the formulae 

Sin -s^: Sin 2^ :8m 2^ = smi4:8mfi:sinC. 

From this it follows that the right line is a minimum distance between 
any two points whether we foUow it in one direction or the other, that is, 
whether we consider it as greater or less than D. For, let A slhA B be 
the two points, and P the middle point of a line joining AB, lying near 
the straight line AB. Since AP = PB<iD, it is evident that the shortest 
line joining AB and passing throngh P is composed of the two right lines 
AP + PB. But, by the formulae of spherical trigonometry we have 
AB<,AP + PB, so that -45 is a minimum line so long as its product by 

-^^ is less than n^ that is, so long as it is less than 2D. 

XI. Space is finite, and its total volume admits of being definitely 
expressed by a number of EucUdian solid units tchich is a function of D. 
We may coneeive space as fiUed in the foUowing way; If a crowd of 
beings should proceed to form a sphere of matter by building out on all 
sides from a common centre, they themselves living on the constantly 
growing surface, then, just before the sphere attained the radius D each being 
would see those who were diametrically opposite directly above him, so 
that, in each region, the only vacant space leflt would be contained between 
two Euclidian planes separated by the distance 2 (/> — r), r being the radius 
of the solid sphere. If ihe building should be continual until these two 
surfaces met at every point, all space would be filled. 

Xn. The third postulate affords us the means of readily determining 
t)ie elementary relations of clrcular and spherical figures in space. We 

C^j C. and C, being arbitrary constants. These constants must be so taken that we 
shall Dave simultaneously 

4 = 0, 

c = 6, 

a = 0, 

B = 2fi — C 



which conditions give 



Cj = sinCsin 



2D 



n — 7=r nC^ bn 

yl—Cf cos ^y? = cos 



2D 2D ' 

yt—C^smC, = cosC. 

Wben the values of the arbitrary constants derived from these equations are substi- 
tuted in the integrals, we have the fundamental equations of spherical trigonometry. 
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See at once by the equation 

7t 2D 

that the circumference of a circle of radius ria ^DBin-^^. When r = D 

the circle will form two complete right lines, as it shonld, becanse the two 
ends of every diameter then meet For the area of a circle of radius r we 
readily find the expression 

Area = sin^ 



The area of a complete plane, counting both sides of the snrface, is fonnd 

by putting r = 2D, and is therefore This is, in fact, easily fonnd to be the 

surface generated by a complete right line revolving through 360". The reason 
for considering the complete plane as a double surface will be seen presently. 
The surface of a sphere of radius r is 

Surface = sm^ 



2D 

and its volume 

SD' 



JD* / D . rn\ 

— (r sm-=7-). 

n ^ n D y 



The total volume of space will be found by putting r = D, which will give 

Total volume = . 

XITT. The two sides of a complete plane are not distmct, as in a 
EucUdian surface. If we draw a complete straight line on one side of a 
plane, it will, at the point of completiou, be found on the other side, and 
must be completed a second time if it is to be closed without intersecting 
the plane. It will, in fact, be a complete circle of radius D. (prop. XII.) 
If, in the case supposed in XI., just before space is fiUed, a being should 
travel to distance 2D, he would, on his retum, find himself on the opposite 
surface to that on which he started, and would have to repeat his joumey 
in Order to retum to his original position without leaving the surface. In 
this property we find a certain amount of reason for considering the com- 
plete plane as a double surface. 

XIV. The foUowing proposition is intimately connected with the 
preceding one. If, moving along a right line, we erect an indefinite series 
of perpendiculars, each in the same Euclidian plane with the one which 
precedes it, then, on completing the line and returning to our starting point, 
the perpendiculars will be found pointing in a direction the opposite of that 
with which we started. 
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It may be remarked that the law of cmratnre here sappoged doe& 
not seem to coincide whh one of the conclusions of Riemamm. The laner 
savs: f,Maii wurde, wenn man die in einem FlSchenelemem lic^nden An- 
fimgsrichtnngen zu kürzesten Linien verlängert, eine unbegrenzte Fläche 
mit constantem positiven Krnmmungsmaass . also eine Fläche eihahen. 
welche in einer ebenen dreifach ausgedehnten Xannigfidiigkei: die Gesiali 
einer Kugelfläche annehmen wfirde und welche folglich endlich isL~ K by 
this is meant that if the triply extended curved space became plane Space, 
die complete plane would beeome a sphere. a discussion of die proposiiion 
wonld be too long to be entered upon here. I ciie it only to remark 
diat the complete plane described in the preeent paper must by no means 
be confounded with a sphere from which it differs in seveial veiy essemial 
chaiacteri8tic&. 

c It has no diameter: a straight line. whesher nonnal to ii or noL 
only inteisects it in a Single poim. 

ß. The shonest line connecting any two poinis of it lies upon ii. 

7. The locus of the mos: disant point upon it is no: a poim. bm 
a right line. 

In die same way. the complete right line does no: possess ibt pro- 
penies of a cirele. It does no: intersect its nonnal plane at more than a 
angle point: the mos: distam point upon it is. on die contrary. ai greatest 
pofiEible distance from the normal plane. 

It may be also remarked that there is nodiing widiin our experience 
which will jusofy a denial of the possibility that die space in which we 
find ourselves may be curved in the manner here supposed. Ii might be 
claimed that the distance of the fanhest visible star is but a small fracdon 
of the greatest distance D, but nothing more. The subjective impossibility 
of conceiving of the relatioo of the moirt diiftant poiiito iu »uch a space 
does not render its existence inrrrediWe. In fa^jt our dlffi^^iilty h not unlike 
diat which mus: have been feit bv the firrt niari Ut wlioiii the idea of the 
qihericiiy of die earth was kUfrf^HhV-A in iupuf'MhUiu; lioiv, hy travellin^ in 
a conscam direcdon. he couM n^tuni t/i the poJnt from whicli he started 
widiom. during bis joumey. findin^ auy M^nAihle ehange in the direction 
of g ia viiv . 

Washington. 1877. 
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Ueber die confonne Abbildung mehrfach zusammen- 
hängender ebener Flächen. 

(Von Herrn F. Sckottky.) 



In einer Ebene, deren Punkte durch die Werthe einer complexen 
Variablen x = §+iTi bestimmt sind, sei eine geschlossene sich nicht selbst 
schneidende Linie L gezogen. Den von dieser Linie umschlossenen einfach 
zusammenhängenden Bereich bezeichnen wir mit A. Durch eine Trans- 
formation der Variablen : x' = f{x) lässt sich diese Fläche auf eine andere 
Ebene x' conform abbilden, und zwar so, dass die Grenze des Abbildes A' 
eine beliebig vorgeschriebene einfache geschlossene Linie der Ebene x' 
wird. Die Abbildung wird eine völlig bestimmte, wenn man je einen Punkt 
im Innern und je einen Punkt auf den Grenzen beider Flächen einander 
zuordnet; diese Punkte aber kann man willkürlich wählen. 

Wir nehmen für Ä einen bestimmten Bereich der Ebene x', nämlich 
die positive Halbebene; die Grenze von Ä ist dann die reelle Linie. In 
diesem Falle nimmt der eben angeführte Satz folgende Form an: Es lässt 
sich eine Function x'=sf{x) bestimmen, welche im Innern des Bereichs A 
alle complexen Werthe der positiven Halbebene, und zwar jeden einmal 
annimmt Diese Function ist vollständig bestimmt, wenn wir einen Punkt 
im Innern von A angeben, in welchem f{x) = i, und einen zweiten auf der 
Grenze, in welchem f{x) = sein soll. Es möge hier kurz angegeben 
werden, in welcher Weise man zu dieser Function durch einen allgemeinen, 
von Herrn Schwarz bewiesenen Satz gelangt*). Dieser Satz lautet: 

Ist A ein einfach oder mehrfach zusammenhängender Bereich von 
endlicher Ausdehnung, und wird für alle Punkte der Begrenzung desselben 
eindeutig eine endliche, stetig veränderliche Grösse z, definirt, so giebt es 
eine und nur eine im Innern von A mit ihren sämmtlichen Diflferential- 



*) lieber die Integration der partiellen Differentialgleichung -3-tH — ;ä~«' = 

unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Von Herrn H, A. Schwarz. 
Aus dem Monatsberichte der Eönigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 
October 1870. 
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quotienten endliche, stetige und eindeutige Function k, welche der Diflfe- 
rentialgleichung -^jr +"^~r = ^ g^^ttgt? ^^d deren Werth an der Begrenzung 
von A mit dem von ss übereinstimmt*). 

Von diesem Satze lässt sich, zunächst für das einfach zusammen- 
hängende Gebiet A, folgende Anwendung machen: 

Es sei p (x) eine rationale Function von x mit willkürlichen reellen 
oder complexen Coefficienten, die nur der Bedingung unterworfen ist, dass 
keine der Stellen, wofür sie unendlich wird, auf der Linie L liegt. Dann 
folgt aus dem angeführten Theorem, dass eine Function F{x) existirt, deren 
imaginärer Theil an der Grenze von A mit dem imaginären Theile von 
p{x) übereinstimmt, und die im Innern dieses Bereichs überall den Cha- 
rakter einer ganzen rationalen Function besitzt. Hieraus ergiebt sich die 
Existenz einer Function K{x) == p (x) — F(x) , welche sich im Innern von A 
verhält wie die rationale p{x) und an der Linie L reelle Werthe annimmt 

Durch diese beiden Bedingungen ist zugleich K{x) bis auf eine 
additive reelle Constante völlig bestimmt. Wird p{x) an keiner Stelle des 
Bereichs unendlich, so ist K{x) eine reelle Constante. Femer: Bildet man 
aus mehreren Functionen dieser Art einen rationalen Ausdruck mit reellen 
Coefficienten, so wird durch diesen gleichfalls eine Function derselben Art 
dargestellt. 

Wir bilden nun zwei besondere Functionen Ä'(a?), indem wir einmal 

p (x) = setzen (wo x = a einen Punkt im Innern des Bereichs bedeuten 

soll) , das andere Mal p {x) = — -— • Dann lassen sich diese beiden Func- 
tionen in der Nähe des Punktes a; = a in folgender Weise entwickeln: 

u = ^^3^ + tt„+Wi(a?-a) + etc., 

V = — ^+t?o+Ci(a?-a) + etc. 

Es lässt sich zuerst beweisen, dass alle Functionen K{x) sich 
rational und reell durch u und v darstellen lassen. Aber u und e selbst 



*) Herr Schwarz hat zwei Beweise dieses Satzes angegeben, von denen der eine 
sich auf eine Fläche bezieht, die einfach oder mehrfach zosammenhängend sein kann, 
deren Grenze aber aus einer endlichen Anzahl von Theilen analytischer Linien zu- 
sammengesetzt ist, der zweite auf ein einfach zusammenhängendes Gebiet, dessen 
Grenze dieser Bedingung nicht unterworfen ist, aber überall convex gekrümmt ist. 
Mit Hülfe dieses letzteren Resultats lässt sich durch das alternirende Verfahren, dessen 
Herr Schtcarz sich bedient, der allgemeine Satz in der angegebenen Form beweisen. 



302 Schottky, conforme Abbildung mehrfach ^zusammenhängender ebener Flächen. 

sind durch eine quadratische Gleichung verbunden. Setzt man ii^+ <?o« = fl' + Ä i, 
wo g und h reelle Grössen bedeuten sollen, so ergiebt sich aus den beiden 
Entwickelungen von u und r, dass der Ausdruck 

an der Stelle x = a nicht unendlich wird. Er hat also überall im Innern 
und an der Grenze einen endlichen Werth und ist reell an der Grenze; er 
muss daher einer Constanten gleich sein, die wir, da sie jedenfalls positiv 
ist, durch R^ bezeichnen. Es ist also 

(«i-i/)'+(r-Ä)^ = R\ 

Setzen wir nun / = — "^ , so lassen sich u und e und daher 

auch alle übrigen Functionen K{x) rational und reell durch / ausdrücken. 
Weiter kann bewiesen werden: / nimmt im Innern von A nur solche com- 
plexen Werthe an, deren zweite Coordinate positiv ist (im Punkte a? = a ist 
/ = i); und zwar jeden derselben einmal. Alles dies gilt noch wenn wir 

/ ersetzen durch eine lineare Function mit reellen Coefficienten: t = — r§7-* 

Nur müssen die Coefficienten der Ungleichheit /9y—aJ>>0 genügen, damit 
für / = t auch die zweite Coordinate von t positiv wird. Man kann 
a, ßj Y, S so bestimmen , dass im Punkte x =^ a wieder t = • wird ; dann 

ist T= . , und über z wiederum so verfügen, dass % an einer vor- 

geschriebenen Stelle der Grenze verschwindet. — Die Untersuchung der 
Beziehungen, welche zwischen den Functionen K{x) besteht, führt also hier 
zur Kenntniss der Bedingungen, unter denen die conforme Abbildung des 
Bereichs in die Halbebene möglich ist. 

§1. 

Es möge zunächst wieder von der unendlichen Ebene der complexen 
Grösse x — ^^-rii durch eine einfache geschlossene Linie L^ ein endlicher 
Bereich abgesondert werden; in diesem sollen noch » — 1 andere Linien 
Li, Zr2, ... L„_i von derselben BeschaflFenheit, deren jede ein besonderes 
Gebiet einschliesst, gezogen sein. Dann entsteht ein «-fach zusammenhän- 
gender Theil der Ebene, der nach aussen durch L,,, nach innen durch 
L, Lj.-'L^-i begrenzt ist. Diesen bezeichnen wir mit A. 

Wir bilden jetzt folgenden Ausdruck: 

p{x) = ßi»-f«CilogÄi(^) + »C^2logfl,(a:)+ etc. 
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Ci, C2 etc. sollen reelle Constanten, R{x\ Ri{x) etc, rationale Functionen 
von X mit willktlrlichen reellen oder complexen Coefficienten bedeuten, die 
nur so beschränkt werden müssen, dass p{x) an keiner Stelle der Begren- 
zung von A unendlich wird. Zerlegen wir dann p{x) in seinen reellen 
und imaginären Theil: 

so ist piiMyri) eine eindeutige Function, welche an jeder Stelle der Be- 
grenzung einen bestimmten endlichen Werth besitzt. Ausserdem nehmen 
wir ein System von n willkürlichen reellen Constanten an: 

und bestimmen eine Grösse z für alle Punkte der Begrenzung durch die 
Bedingungen: es soll ä = Aj+paC^, ^) auf der Linie L^ sein, =Ci+P2(|, ?j) 
auf L,, und s. f.; endlich ä = c«_i + P2 (^^ ^) auf der Linie L^_^. Dann ge- 
nügt z allen Bedingungen des in der Einleitung ausgesprochenen allge- 
meinen Theorems. Es giebt also eine Function (p (|, ?j), welche der Diflfe- 

rentialgleichung -5F"+"ö^~^ genügt, im Innern der Fläche A überall 
endlich und regulär ist, und an dem Rande derselben der eben definirten 
Grösse ä gleich wird. 

Aus der Differentialgleichung folgt, dass 

das vollständige Differential einer neuen Function V^(^, ^) ist Diese braucht 
nicht eindeutig zu sein ; aber da ihre Differentialquotienten es sind, so kann 
sie sich auf einem geschlossenen Wege im Innern des Gebietes A nur um 
eine Periode vermehren. Eine solche wird durch das über diesen Weg 
auszudehnende Integral 

ausgedrückt Wir wählen n— 1 bestimmte Periodenwege Li, ii, ..., L^_^^. 
Die Linie Ly soll so gezogen sein, dass sie von den Grenzlinien L^, L2, . . . , L„_i 
nur L,, umschliesst, die übrigen aber ausschliesst Die auf diesem Inte- 
grationswege gewonnene Periode 20)^ ist dann unabhängig von der spe- 
ziellen Form desselben. Denn es sei Ly eine zweite Linie, von der Ly in 
derselben Weise umschlossen wird, wie Ly von L/, dann ist das Doppel- 
integral 



/( 



er ' dv' 
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ausgedehnt über den von Ly und l!y begrenzten Bereich, gleich 

wenn wir dieses Integral über die beiden Grenzlinien L^ und L^ erstrecken. 
Nun ist das erstere Integral offenbar gleich Null; wir erhalten also: 

2ü)y-2ü)y = 0. 

V^ihv) besitzt also die Perioden 2£üi, 2a)2, ... 2o),_,, und da jeder Inte- 
grationsweg sich aus Wegen der angegebenen Art zusammensetzen lässt, 
so lässt sich jede Periode von ip in der Form darstellen: 

2cü = 2miO)i + 2wi2Cü2 + -* + 2m„«i£ü^«i, 

wo i»!, fWj, ..., m^^i positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. 
Wir bilden jetzt aus cp und yj die complexe Function: 

f = tp + i(p. 

Das Differential dieser Function ist 

Hieraus geht hervor, dass f eine Function einer complexen Variablen 
x=^S+iri ist: 

Die sämmtlichen Differentialquotienten von f sind im Innern des 
Gebietes endliche, stetige und eindeutige Functionen. Ist daher x = Xi) ein 
Punkt im Innern von A, so lässt sich f nach ganzen positiven Potenzen 
von X — Xo in eine convergente Reihe entwickeln. 

Bildet man jetzt die Differenz 

Pix)-- fix) = F(rr), 

so erhält man eine Function von folgenden Eigenschaften: F{x) verhält 
sich im Innern von A wie die willkürlich gegebene logarithmisch -rationale 
p{x) (d. h. die Differenz beider hat tiberall den Charakter einer ganzen 
Function). Zweitens : Der Werth ihres imaginären Theiles ist auf ^^er 
der n Grenzlinien ein constanter, der willkürlich angenommen werden kann. 
Drittens: Die Perioden von F{x) sind sämmtlich reell und setzen sich ganz- 
zahlig zusammen aus denen von p{x) und den »—1 von f{x). Es bleibt 
noch zu erörtern, in welcher Weise sich F(,x) in der Nähe eines Punktes 
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x = Xii der Grenze darstellen lässt. Es sei X eine Strecke der Grenze Ly, 
auf welcher der Punkt Xo liegt; wir verbinden die Endpunkte derselben 
durch eine Linie fi. Dadurch entsteht ein einfach zusammenhängender Be- 
reich a, der in der Nähe des Punktes a?ü niit A zusammenfilllt. Diesen 
bilden wir ab durch eine Transformation t = (p{x) auf die positive Halb- 
ebene, und zwar so, dass dem Punkte a:,, der Nullpunkt entspricht. Durch 
diese Transformation verwandelt sich F{x) + Cyi in eine Function f{t), 
welche reell ist flir alle reellen Werthe von /, die innerhalb einer be- 
stimmten Entfernung vom Nullpunkt liegen und den Charakter einer ganzen 
Function besitzt flir alle Punkte in der Nähe des Nullpunktes, die auf der 
positiven Seite der reellen Linie liegen. Nun kann man für die negative 
Halbebene eine zweite Function g{t) definiren, die an jedem Punkte den 
conjugirten Werth besitzt zu demjenigen, welchen f{t) an dem entsprechen- 
den Punkte der positiven Halbebene hat. Dann stimmen f{t) und g(t) an 
der reellen Linie in ihren Werthen überein; folglich ist g{t) als die ana- 
lytische Fortsetzung von f{t) zu betrachten. Daraus aber geht hervor, dass 
f(t) nach ganzen positiven Potenzen von / entwickelt werden kann; und 
da diese Function fUr reelle Werthe von / selbst reell ist, so müssen die 
Coefficienten dieser Entwickelung selbst reelle Grössen sein. Es lässt sich 
also F{x) durch die Grösse / in der Nähe des Punktes x^ in folgender 
Weise darstellen: . 

F{x) = ^c,i+F, + Fj+F,e+ etc., 

wo Fo, Fl, F2 etc. reelle Coefficienten bedeuten. 

§.2. 

Wir betrachten zunächst eine speciellere Gattung der im vorigen 
Paragraphen definirten Functionen, indem wir erstens festsetzen, dass die 
Constanten c^, Ci, Cj,... c„.t sämmtlich gleich Null sein sollen, und zweitens 
für p{x) eine rationale Function R{x) nehmen. Die Functionen, welche 
wir dann erhalten und die wir mit H{x) bezeichnen, besitzen im Innern 
von A überall den Charakter rationaler Functionen und nehmen an der 
Grenze desselben reelle Werthe an. 

Ein Aggregat aus mehreren Ä-Functionen 

H = CiHi+ C2H2+ (hHi+ etc.^ 
wo Ci, C2, C3 etc. reelle Constanten bedeuten, ist natürlich wieder eine 
Function derselben Art, und wenn sich auf einem Perioden wege die ein- 
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zelnen Äi, Äj, H^ etc. um 2o)i, 2co2, 2a?3 verändern, so ist 

2cico, + 2c2 0)2+2c3£ü3 + «- 

die zu diesem Wege gehörige Periode von H. Die Coefficienten c, , d u. s. f. 
kann man so bestimmen, dass alle « — 1 Perioden verschwinden. Daraus 
geht hervor, dass es unter den Functionen H{x) solche giebt, die im Innern 
des Gebiets den Charakter eindeutiger rationaler Functionen haben. Diese 
bezeichnen wir durch K{x). Wird aus mehreren dieser Functionen ein 
ganzer rationaler Ausdruck mit reellen Coefficienten gebildet,' so stellt dieser 
wiederum eine Function der Gattung K{x) dar. 

Ferner: Jede Function H{x) oder K{x)^ welche an keiner Stelle 
unendlich wird, ist nothwendig eine reelle Constante. 

Es sei jetzt x = a ein Punkt im Innern von A und p{x) eine ratio- 
nale Function, die nur an der Stelle x = a unendlich wird. Wir denken 
uns diese dargestellt in der Form 

Jetzt soll eine aus zwei Ä-Functionen complex zusammengesetzte Function 
^{x) = H{x)+iH'(x) aufgestellt werden, welche sich im Innern des Ge- 
bietes -4 verhält wie p{x)^ während die ihr conjugirte ^(x) = H(x)—iH'(x) 
an jeder Stelle dieses Bereichs einen endlichen Werth behält. Damit diese 
Bedingungen erfüllt seien, ist nothwendig und hinreichend, dass sich II{x) 

m 

im Gebiete A verhalte wie \p{x)^ B'[x) wie -^i^p(a:). Die Function 

^[x) ist also bis auf eine additive Constante völlig bestimmt. 

Setzen wir p [x) = . ^ , so erhalten wir eine specielle ^-Function 

^u{^)] und es ist klar, dass sich die allgemeine durch diese in folgender 
Weise ausdrücken lässt: 

^(ar) = const. + Ci$i(x) + C2^2(a?) + ---+C,„^„.(a:). 
Wir nehmen aber mit diesem System von Functionen noch eine 
Veränderung vor. Fasst man irgend eine derselben, |)^(a?), in's Auge, so 
ist entweder möglich, dass man zu ^^(a:) ein Aggregat niederer Ordnung 

Ci ^^-1 (a:) + c, $^_2 (a?) + • • • + c^-i ^1 (a?) 
in der Weise hinzufügen kann, dass die Summe eine eindeutige Function 
k^(x) wird. Dazu ist nur nöthig, dass, wenn wir die Perioden von ^^(x) 
durch 2cü{^^, 2coi^^, ... 2o)i^\ bezeichnen, das System linearer Gleichungen 

2a)W + 2c,<-^> + 2c2<-'>+... + 2c^,_i<> = 0, (A=l, 2, 3, . . . n-l) 
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eine Auflösung zulässt. In diesem Falle ersetzen wir $^(a?) durch Ä^(a:). 
Oder es giebt keine eindeutige durch ^i, ^27 • •• $<« linear darstellbare Func- 
tion, die von der fi^^ Ordnung unendlich wird ; dann behalten wir ^^(a?) bei. 
Demnach zerfällt die Reihe der Indices /x in zwei Gruppen. «, /3, y . . . 
seien, in steigender Aufeinanderfolge, die Indices derjenigen ^^, die wir 
durch die eindeutigen Ä^ ersetzen konnten; ki, &2, fe... seien die übrigen. 
Die Anzahl p der Glieder dieser letzteren Gruppe ist endlich und kleiner 
oder gleich «—1. Denn angenommen, dass es 1» Zahlen Ati, Ar2, ... Ar. gäbe, so 
wäre es nicht möglich, ein System von Null verschiedener Coefficienten c 
so zu wählen, dass 

eine eindeutige Function wird. Daraus würde folgen, dass das Gleichungs- 
system 

2ciCoi*>> + 2c2a)i*'>+... + 2c,a)f"> = 0, (Ä = l, 2, ... n-l) 

eine Auflösung nicht zulässt. Nun ist aber ein solches System immer 
lösbar; daher sieht man, dass die Annahme falsch ist. Es ist also p<ii— 1. 
(Wir werden später beweisen, dass nur das untere Zeichen gilt). 

Es ist nun möglich jede Function ^{x) in folgender Weise dar- 
zustellen : 
^{x) = Ci^,,(a?)-}-C2$*,(a;)4---- + C,^,^(a:)4-.4Ä,(a:) + ßÄ^(a?) + etc. + const 

Das Aggregat 

kann für sich nie eine eindeutige Function darstellen. Ist daher ^ {x) ein- 
deutig, so müssen alle p Coefficienten Ci , C2 , ... C^ verschwinden. In diesem 
Falle müssen auch die beiden Functionen fir(a:) und fl'(a?), aus denen ^(a:) 
zusammengesetzt ist, der Gattung {K) angehören. Denn angenommen, es 
verändere sich auf einem Periodenwege H{x) um 2cü, H' {x) um 2cü', so 
ändert sich ^{x) um die Periode 2cy + 2o)'i. Soll diese Periode ver- 
schwinden, so muss sowohl tw als co' = sein. Wir haben also den Satz : 
Alle Functionen Ä(x) = Ä(x) + i7f'(x}, welche nur an der Stelle 
x = a unendlich werden, während ihre conjugirte ^{x) = K{x)—iK'(x) auch 
an dieser Stelle endlich bleibt, lassen sich in der Form darstellen: 

Ä(a?) = comt + ASi^[x) + B^ß{x) + C^y{x) + ctc. 

§.3. 
Wir bezeichnen ft„ (a?), diejenige Function S (er}, welche an der Stelle 
jj = o von der niedrigsten Ordnung unendlich wird , mit 11. Es sei femer 

39* 
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fi irgend eine Zahl der Reihe a^ ß, /... Dann können wir setzen: 

u = ma+fi\ 
wo ,u' entweder = oder die kleinste in dieser Reihe enthaltene Zahl sein 
soll, welche ^^umoda ist Alsdann ist tf^Ä|,*(ar) eine der Functionen Ä(a:), 
und da sie im Punkte x = a von der ^uten Ordnung unendlich wird, lässt 
sie sich darstellen in der Form 

W^^^^ix) = Ä^(a?)+--+ßÄ^(a:)+^Ä«+const. 
Daraus geht hervor, dass in der Reihe ^«(0:), ^ß{x)j %(a;) etc. Ä^(a?) er- 
setzt werden kann durch v^^^,{x). Führen wir das durch ftlr alle Zahlen 
der Reihe a, ß, y • . . , so bekommen wir ausser fi' = 0^ a — 1 verschiedene 
Werthe von ^u'. Die zu diesen Indices gehörigen Functionen ft^/ bezeichnen 
wir der Reihe nach durch iii, Wj? ••• ««-i ^^^ setzen «0 = 1; jede Function 
Ä^(a;) hat dann die Form f«"'f«A(A = 0, 1, 2, ...a— 1); daraus folgt, dass die 
allgemeine Function Ä(ar) sich in dieser Weise darstellen lässt: 

WO Gü, Gl, ... G„_i ganze Functionen von u bezeichnen. Nun gehört aber 
jede Potenz einer Ä-Function wiederum derselben Gattung an. Es sei a' 
die kleinste unter den Zahlen a, ß, y etc., welche relativ prim zu a ist, 
und es sei c = ^a\^)\ dann ist © und jede Potenz dieser Grösse eine 
lineare Function von v^^ «i, ... «„_i: 



Diese Gleichungen lassen sich nach «i, «2, ... «„.1 auflösen (tio ist gleich 
Eins). Denn wenn dies nicht der Fall wäre, so mttsste schon zwischen 
den Grössen c, r V • • <>""'* eine lineare Gleichung bestehen, deren Coefficienten 
rationale Functionen von u sind. Dies ist nicht möglich. Denn die Func- 
tionen u und t lassen sich in der Nähe der Stelle x^a folgendermassen 
entwickeln : 

Diese Reihen, in die Gleichung G(tt, ü) = eingesetzt, müssen dieselbe 
identisch befriedigen. Nun ergeben sich aber aus den beiden Entwickelungen 
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von u und e zu einem unendlich grossen Werthe von u^ o verschiedene 
unendlich grosse Werthe von r. Die Gleichung G(«i, f?) = muss daher 
in Bezug auf f> mindestens vom Grade a sein. Daraus geht hervor, dass 
sich die Grössen Wi, tf^, ... u^^i in folgender Weise durch u und r aus- 
drücken lassen 

wo /?Ä, Rh u. s. w. rationale Functionen von u sind. Da nun die allge- 
meine Function Ä schon auf die Form ^Gf,{u)u,, gebracht worden war, so 
ergiebt sich jetzt: Jede Function ^{x) läset sich rational durch u und r dar- 
stellen, und zwar in der Form: 

r" ist aber selbst eine solche Function; daher folgt: u und v sind durch 
eine algebraische Gleichung 6(ti^r) = verbunden, die in Bezug auf e vom 
Grade a ist. 

§.4. 

Wir beweisen jetzt, dass jede eindeutige Function Ä(a:), die im 
Innern von A sich verhält wie eine rationale Function, und an der Be- 
grenzung endliche reelle Werthe hat, sich rational durch u und v aus- 
drücken lässt 

Es seien 

Xj, X2^ X^j ... Xfn 

die Stellen, an denen K{x) unendlich wird, und 

«Ij «2? «3? • • • «m 

die zugehörigen Ordnungszahlen. 

Die Function u' = Ä„(x)— lÄ^Ca:), die zu unserem u = K„{x) +iK^{x) 
conjugirt ist, hat an jeder Stelle des Gebietes einen endlichen Werth. Die 
Werthe von u' an den Stellen cti, 0^25 ... x^ mögen mit g[j g'i, ... g'^ be- 
zeichnet werden; bildet man dann den Ausdruck 

so wird das Product K{x).F an keiner Stelle des Gebietes A mehr un- 
endlich. Dieses Product ist aber rational zusammengesetzt aus K[x\ K„{x) 
und Ki{x)\ man kann es daher in zwei Ä"- Functionen zerlegen 

K{x)F = K,{x)-iK2[x). 

Hiervon erhält man den conjugirten Ausdruck, indem man ti' in tr ver- 
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wandelt und die Grössen gri, g^i, ... g„, durch ihre conjugirten Werthe 
9ii 921 • • • 9m ersetzt Bezeichnet man also mit P das Product 

80 ist K{x)P eine Function K^{x)+iK2{x)^ deren conjugirte an keiner 
Stelle des Gebietes A unendlich wii-d. 

Es seien femer Äi, Ä2, ... h„, die Werthe der Function u an den 
Punkten (Ti , a?2 , ... x^\ dann bilden wir das Product 

Q = (fi-A,r'(fi-Ä,r'...fii-Ajv 

(Wenn der Punkt a sich unter den singulären befindet, Mit in dem Aus- 
druck Q der auf diesen Punkt bezügliche Factor fort.) Dann ist K{x).P.Q 
eine Function, welche nur an der Stelle x=^ a unendlich wird, und welche 
ausserdem die Eigenschaft besitzt, dass ihre conjugirte an jedem Punkte 
des Gebietes A einen endlichen Werth besitzt. Eine solche aber ist ra- 
tional durch u und f> ausdrückbar, wie im vorigen Paragraphen bewiesen 
wurde. Es ist daher K(x).P.Q und folglich auch K{x) selbst eine rationale 
Function von u und c, und somit ist der aufgestellte Satz bewiesen. 

u und V sind aber Grössen, die an der Grenze nicht reelle Werthe 
annehmen und daher nicht zu der Klasse der Grössen K gehören, obgleich 
sie aus solchen rational zusammengesetzt sind. Wir wollen sie deshalb 
ersetzen durch zwei /f- Functionen p und q. Damit nun jede Function 
dieser Gattung rational durch p und q ausdrückbar sei, ist nur nothwendig, 
dass wir p und q in der Weise wählen, dass u und e rationale Functionen 
von/? und 9 werden. Wir setzen « = «1 + 1 «2, r = i?i + ff?27 wo «i, f?i, t#2, f?2 
/f-Functionen sind. Wir können deshalb M2, ©i, t?2 auffassen als algebraische 
Functionen von «j. Setzen wir dann «i =p, ilw2 + ^«?i + ^»2 = q^ wo i, /u^ v 
reelle Constanten bedeuten sollen, so ist aus der Algebra bekannt, dass sich 
t/27 ^ii ^2 rational durch p und q ausdrücken lassen, falls den Grössen 
Xy /t, V nicht bestimmte singulare Werthe beigelegt werden. Wir können 
also p und q so wählen, dass Wi-f «tf^, ri + if?2 rationale Functionen dieser 
Grössen werden: u = R{py q)^ e = R'ip^q). p und q sind dann ebenfalls 
durch eine Gleichung ®(/?, ^) = verbunden, die wir aus G{u,e) = er- 
halten, wenn wir diese Ausdrücke in die letztere Gleichung einsetzen. 
Die Gleichung (SJ (p, 9) = muss aber reell sein in ihren Coefficienten ; denn 
da die Functionen p und q an jedem Punkte der Begrenzung reelle Werthe 
haben, so giebt es unendlich viele reelle Werthepaare (/?, q). Nach dieser 
Transformation lässt sich der obige Satz folgendermassen aussprechen: 
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Alle Functionen der Gattung K sind mit einander durch algebraische 
Gleichungen mit reellen Coefficienten verbunden. Aus denselben lassen 
sich zwei besondere p und q in der Weise auswählen, dass jede Function 
K{x) eine rationale Function von p und q wird, und zwar mit reellen Coef- 
ficienten. Letzteres ist unmittelbar klar. Denn wäre K{x) = Ri{p, q)+iR2(p, q\ 
so müsste Il^ip, q\ als Function von x betrachtet, an jedem Punkte der 
Grenze verschwinden; es müsste also B2{p,q) für unendlich viele Werthe- 
paare {p,q) den Werth Null haben. Daraus folgt, dass Riip^ q) identisch 
Null sein muss. 

Es fragt sich jetzt, in welcher Weise die im Anfang definirten allge- 
meinsten Functionen Fix) durch p und q dargestellt werden können. 

Es sei F{x) irgend eine derselben. Da F{x) im Innern von A der 
Definition zufolge überall den Charakter eines Logarithmus oder einer ratio- 
nalen Function besitzt und nur periodisch vielwerthig sein kann, so hat die 

Ableitung — ^^ überall den Charakter einer eindeutigen rationalen Function. 

Dasselbe gilt von -^ = — ^^ , also auch von dem Quotienten jTfßr = -y- • 

Betrachten wir jetzt das Verhalten dieses Quotienten an einem Punkte 
op,, der Grenze. Wenn wir, wie im ersten Paragraphen, für x die Grösse / 

einsetzen, so geht -jTrpr über in 
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Hier lässt sich sowohl der Zähler als der Nenner in eine Reihe nach ganzen 
positiven Potenzen von / mit reellen Coefficienten entwickeln. Führt man 
die Division aus, so ergiebt sich: 

-^ = C^t^ + C,^^t"-^' + C^^,t^^'+ etc...., 

wo fi eine positive oder negative ganze Zahl oder Null sein kann, C^ , C^^i etc. 
reelle Coefficienten sind. Wir können leicht eine ganze Function G[p) 

mit reellen Coefficienten bilden, so dass das Product G{p)-T- an keiner 

Stelle der Grenze unendlich wird; dann hat dasselbe alle Eigenschaften 
einer Function K{x) und ist daher rational durch p und q ausdrttckbar. 

Es ist also auch -j- eine rationale Function von p und q^ mithin F eine 

Integralfunction dieser Grössen. Daraus folgt der Satz: 
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Alle Functionen der Gattungen F{x) und H{x) sind reelle Integral^ 
functionen der Grössen p und q. 

§.5. 
I. Es sei a: = x,, ein beliebiger Punkt im Innern von A. Dann können 
wir, wie gezeigt worden ist, zwei Functionen Ä',(x), Ki{x) bilden, welche 
sich in der Nähe dieses Punktes in folgender Weise entwickeln lassen: 

K^{x) = i(x-x„)-f + Cdx-Xo)-''-^' + -'- 

K,(x) = (x-x,)-'' + Clix-Xo)-''^' + -- 

Beide sind rationale Functionen von p und q mit reellen Coefficienten, also 
auch ihr Quotient 

Dieser rationale Ausdruck muss einen reellen Werth erhalten, wenn für 
(p, q) ein reelles Werthepaar eingesetzt wird. Nun ist aber, wenn wir mit 
(po, ^ü) die Werthe von p und q im Punkte a?,, bezeichnen, 

JiiPo.qii) = «,' 
folglich kann (pu, q^) kein reelles Werthepaar sein. Es gilt daher der Satz: 

An jeder Stelle im Innern von A muss wenigstens eine der Grössen 
(p, q) einen imaginären Werth besitzen. 

IL Nach der von meinem hochverehrten Lehrer Herrn Professor 
Weierstrass als Einleitung zu den -46c/schen Functionen (Wintersemester 
1873 1 74) gegebenen Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Inte- 
grale, aus welcher die ganze Methode dieser Untersuchung geschöpft ist, 
ist es stets möglich, rationale Functionen der durch eine irreductible Glei- 
chung @J(p, 9) = verbundenen Grössen p, q zu bilden, welche nur an 
einer willkürlich gewählten Stelle des durch diese Gleichung definirten Ge- 
bildes unendlich werden. 

Es sei (pü, qu) ein reelles Werthepaar, das der Gleichung @(p, q) = 
genügt; dann giebt es jedenfalls eine rationale Function R{p,q) mit reellen 
Coefficienten, welche nur an dieser Stelle des algebraischen Gebildes un- 
endlich wird. Denken wir uns jetzt p und q als Functionen von x, so 
geht R{p,q) über in eine Function von x, die an der Grenze des Gebietes 
A reelle Werthe annimmt und nur für solche Werthe des x unendlich wird, 
wofür p den Werth po, q den Werth g,, hat. Im Innern von A kann da- 
her nach dem vorigen Satze f'x) nicht unendlich werden. Eine eindeutige 
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Function, welche an den Grenzen reell ist und weder im Innern noch auf 
der Begrenzung unendlich wird, existirt aber nicht, ausser der Constanten; 
daraus folgt, dass f{x) mindestens an einem Punkte der Begrenzung un- 
endlich werden muss. Es muss also auch mindestens einen Punkt auf den 
Linien L geben, in dem p = po , q = q^ wird. Wir sehen also : 

Jeder reellen Stelle des Gebildes (p, q) entspricht mindestens ein 
Punkt auf der Begrenzung von A. 

in. Es sei jetzt Po = a+6i, 9o = c+rf« eine imaginäre Stelle des 
Gebildes. Bilden wir dann eine Function R{p,q)^ welche nur an dieser 
Stelle unendlich wird, so ist diese nothwendig complex in ihren Coefficienten ; 
sie möge deshalb dargestellt sein in der Form 

Rip.q) = Ri{pyq) + iR2{p,q), 
wo Ri und Rq alsdann reelle Ausdrücke sind, die nur ander Stelle (pn^qi)) 
und der zu ihr conjugirten p,', = a — b%^ qi =^ c—di unendlich werden. Setzen 
wir win Ri{py q^ = f{x)^ Ri^p^q) =9{^j^ so sind dieses Functionen von der 
Gattung K{x)] denn da R^ und R2 fllr jedes reelle Werthepaar p, q endlich 
sind, so können f{x) und g{x^^ an keiner Stelle der Begrenzung unendlich 
werden. Folglich muss wenigstens ein Punkt im Innern von A vorhanden 
sein, an welchem f(x) und g{x) unendlich grosse Werthe erhalten. Dies 
ist aber nur möglich, wenn dort entweder p^pai q^^q^i oder p^pn^ q = qo 
wird. Hieraus ergiebt sich: 

Sind (po, 9u) ^^d (po, qi^) ztoei conjugirte imaginäre Stellen des Gebildes, 
so muss einem dieser Werthepaare ein Punkt im Innern des Gebietes entsprechen. 

IV. Aber es giebt auch nur einen Punkt, an welchem p und q die 
Werthe des einen Ptmres annehmen, dem anderen Paare entspricht dann gar 
kein Punkt im Innern eon A. Denn im Punkte Xo möge p = p^^^ q z= q^^ 
sein. Dann bilden wir eine Function K{x)^ die nur an dieser Stelle un- 
endlich wird. Drücken wir diese durch p und q aus, K{x)^R[p^q), so 
wird R{p,q) unendlich, wenn p=Pit^ q = q^) oder p=pn^ q = qi) gesetzt 
wird. Einen Punkt, an welchem p=^p\)^ q = q'a wird, kann es demnach im 
Innern der Fläche nicht geben. Aber es kann auch kein anderer Punkt 
existiren ausser a? = a?o, an welchem p=po, 9 = 9«» wird, weil sonst in 
diesem R[p,q) ebenfalls unendlich werden würde. 

Fasst man nun zu jedem Punkte a?„ des Gebietes A die entsprechende 
Stelle (po,9o) des algebraischen Gebildes (p, 9) auf, so erhält man einen 
continuirlichen Theil desselben, den wir mit B bezeichnen. Dann folgt zunächst 
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iam man. j«i{e Stelle Ton B nur einmal 
^-i^ ij -ri J ier .?r ier 2a haiL Srelleii von B eonjngirten Punkte, 

«Ä--* 3 mii 5* 4i^ UL keiner Scelle decken, und ans 
-rrt-K -aL-i. Kaä-> -etie fmngfnäre Stelle des Gebildes in 



-—•-ZI ^r—rf: _ Irilc Irr^ea Ullsa 

I'te^ ^-^ iitLr r r jerSlIr lia« in zwä eonjngirte Hälften, B nnd 
7 z: .rT ^-i2^ iüi» n-m ^ «n ;eieai Pnfce der einen Hälfte zu jedem 
P'ZLür .rr=^^>n 3ii:ie^ ^'an^ja kann. >&ne *iie reelle Linie zu über- 



^'r:Z**zrvzL. j*£rc?a m ks-rnr^i rTnire ier sulemi Hälfte. 

Jteü-r?! -rr ^aicü ?Tnkr r. Jon •[•a: Aof dner der Linien L liegt; 
3 Ir-^iz. -ri 1 = i . / = 1 . Tx lezt^cünen onn mit a denjenigen Theil 
-T- -r^'^ir-:^-- -i. n ^tii-hem :»— a <:?. f— f. <* ist, wo d und ^ be- 
ir^'i;£ iirin uizonriuncntie >iäir^ '^^ii*»»!! snd. Dadurch kann dieser 
Irr^^H-ii iriit*»u; ii^^ai ^manriir "▼»arten: ** kajm also bewirkt werden, dass 
%dr -tinv ?Tnkn? i«n ?Tnisx r. HtäMür aaÄe liegen. Jeder zweite Punkt 
c n ^ra-atm r-Jtaiailfi" !f = *. f = * '^ie. mSssse nun auf der Grenze 

•n r ietT'rs. hamn^ :^r^!mr tisul üsfcfts' ^ miz x. zusammenfallen muss. 

:'> TTpit? i^iwreÄü. ük^ sx Snieni reellen Werthepaare (po»?«) min- 

it>;t"i> -*u Vnmsr rr wf ier *,-re!i2if zehort: hier sehen wir, dass nur ein 

ouiM^.- /imsr mal ji*»r: 3l5 emsnrwhc also jeder Stelle im Innern oder 

Uli kt*- .^i^«xÄ '•«a 3 im 'lesänmar Ponkr im Innern oder auf der Grenze 

*u k um iimciiiHärr. I« «J^wn« von * ist die reeUe Curve ®{p, q) = 0. 

t.^t«a x!c^>*:ai«*^Ä«a ^^"^njiae a»ser Curve muss nun eine geschlossene 

laiit: itr 5cvr^jfflimc i« G«öie«* A enteprechen, und umgekehrt; daraus 

.'OS:«un;*i W ö»^ iK Curof Ö f . ? = aus m geschlossenen und von 

^iii«uiut^^ ^c^amea TViilea bestehen muss. 

■tv ^'inoo/tt sL ' **^ *•* definirt worden, dass sie nur an der 

' .1 : « j üKOrtlica wunie. wahrend die conjugirte überall einen end- 

u .K« V ;..-tl x-üÄlt t:* «i Ä.,x = Ä</, fc •>: dann ist %{x)^R{p,q; -i). 

'^ #^ • iw ««« l'MÜk» * = • eatspreckende Stelle, so hat R(j>,q; i) 

i, v^i »Vill' 9 Jw* »I^bcttÄ*k« 0«l«ldes flbenU einen endHchen Werfh, 

..,„ :r w..^uori^ Wtfcd«t«»r. «nd ^^,q^ das conjugirte inJ?; daß^(ar) 
te ^iwv'i» wtt I »Voai ««Kck «» »U. 30 hat dann Ä(/^„?u; -«*) einen 
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endlichen Werth, den wir durch P+ö« bezeichnen. Daraus folgt aber 
JR(/io, ^o; = ^"-Ö«» mithin hat R{p^q;i) an jeder Stelle von B' einen 
endlichen Werth. Es wird also R{p,q;i) überhaupt nur an der einen 
Stelle (g,h) des Gebildes unendlich, und zwar, wie man leicht erkennt, 
von der ^*®° Ordnung. 

Nun giebt es, wie wir gesehen haben, Functionen dieser Art, welche 
nur an der einen Stelle {g^ h) unendlich werden , stets wenn /i eine der 
Zahlen a, /?, y . . . ist ; dagegen giebt es keine solche Function , wenn .a 
eine Zahl aus der Reihe Ai , /ts , ... k^ ist. Die Anzahl q dieser in der 
Reihe «,/?,/... nicht vorkommenden Zahlen, welche unabhängig ist von 
der Wahl der Stelle {g, A), nennt Herr WeierslrtMS den Rang der Gleichung 
@(f,9) = 0*). 

Wir haben früher gesehen, dass p^«— 1 ist. Es soll jetzt gezeigt 
werden, dass nur das untere Zeichen gilt. 

Zu diesem Zweck betrachten wir diejenigen Functionen F{x\ welche 
im Innern des Gebietes A überall den Charakter ganzer Functionen haben, 
und bezeichnen dieselben durch J{x\ Es sei /^(a?) diejenige Function /(a?), 
deren imaginärer Theil an der Linie L^ den Werth i, an allen anderen 
Grenzlinien den Werth Null besitzt. Dann erhalten wir die allgemeinste 
/-Function, deren imaginärer Theil an den Linien Lo? A? ••• ^«-i die 
willkürlich gewählten Werthe c,,!, Cji, ... c««ii besitzt, wenn wir setzen : 

n— 1 

J{x) = c,)«+2: (c^-c,j)«/^(iP). 

Angenommen es bestände , zwischen Ji{x\ JiCa?), ... Jn^i{x) eine 
lineare Relation 



80 würde sich, da 



^^\A, + B^i)J^{x) = A + Bi, 
^=1 



J,{x) ==/R,{p.q)dp 

eine reelle Integralfunction der Grössen p und q ist, durch Differentiation 

ergeben: 

:S{A, + B,i)R^{p,q) = 0, 

welche Gleichung nur dann bestehen kann, wenn gleichzeitig 

ist. Es braucht also nur gezeigt zu werden, dass keine Relation von dieser 



*) Q ist identisch mit der von Riemann durch p bezeichneten Zahl. 

40* 
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Form 

:SA.JAx) = A + Bi 
bestehen darf. 

An der Linie L« haben alle Grössen J^ reelle Werthe; daraus folgt, 

dass B = sein muss. An einer anderen Linie L^ aber wird der imaginäre 

Theil von J^{x) gleich i, während alle übrigen Grössen reelle Werthe 

haben. Daraus folgt: A^ = 0. Eine lineare Gleichung zwischen Jj, J,? ••• ^n^-i 

kann daher nicht bestehen. 

Nun ist leicht zu sehen, dass das Integral /ä^(/?, y)rfp von der 

ersten Gattung ist. Denn im Innern von B und auf der Grenze dieses Be- 
reichs wird dasselbe nicht unendlich; ebensowenig aber, da R^ eine reelle 
Function von p und q ist, an den entsprechenden Stellen von B'; daher 
hat dieses Integral an jeder Stelle des Gebildes (p, q) den Charakter einer 
ganzen Function. 

Wir wissen, dass die Zahl p, welche den Rang der Gleichung 
®(P^5^) = angiebt, kleiner oder gleich » — 1 ist. Da nun »— 1 linear 
unabhängige Integrale erster Gattung existiren, so kann p nicht kleiner als 
»— 1 sein. Damit ist folgender Satz bewiesen: 

VI. Die Gleichung Qi{Pfq) = ist f>om Range () = n— 1. 

Wir haben bisher unter H[x) und K{x) nur solche Functionen ver- 
standen, die an der Grenze von A nicht unendlich werden. Diese konnten 
dargestellt werden durch rationale Functionen von p und q mit reellen 
Coefficienten, oder durch Integrale solcher Ausdrücke. Aber diese ratio- 
nalen und Integralfunctionen durften nur an imaginären Stellen des Ge- 
bildes unendlich werden. Wir geben jetzt diese Beschränkung auf und 
verstehen unter K{x) irgend eine rationale Function von p und q mit reellen 
Coefficienten, unter H{x) eine reelle Integralfunction zweiter Gattung. Dann 
ist erstens klar, dass H{x) und K{x) sich im Innern von A wie rationale 
Functionen verhalten, zweitens, dass ihre imaginären Theile auf den Grenz- 
linien constante Werthe haben (bei den Functionen K{x) den Werth Null), 
drittens dass H{x) nur »— 1 Perioden besitzen kann, welche sämmtlich 
reell sind, während K{x) eindeutig ist. Insofern stimmen sie also mit den 
früher definirten überein. Wenn aber die Function von p und q, durch 
welche H[x) oder K{x) dargestellt wird, an einer reellen Stelle (/?ü, qo) des 
Gebildes unendlich wird, so wird auch H{x) an dem entsprechenden Punkte 
x„ der Grenze von A unendlich. Es sei wiederum t die zu diesem Punkte 
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gehörige transformirende Function; dann gehört zu einem kleinen Werthe 
von t nur eine Stelle {p, q) in der Nähe von (/i,j, y,,), und umgekehrt. Daraus 
folgt, dass H{x)^ als abhängig von t betrachtet, für < = von derselben 
Ordnung unendlich wird, wie das entsprechende Integral an der Stelle (po^qi)). 

Es sei jetzt {g^ h) irgend ein der Gleichung @(/?, q)=^0 genügendes 
Werthepaar. |« sei diejenige rationale Function, welche nur an dieser 
Stelle und von der niedrigsten Ordnung a unendlich wird, ^ß eine solche 
Function von der nächst höheren Ordnung, u. s. f. Wenn {g, h) im Innern 
von B liegt, stimmt diese Reihe überein mit denjenigen Functionen, welche 
wir früher mit ^„, üß, Äy bezeichnet haben; liegt {g^h) im Innern von 
ß'^ so entsprechen diese Functionen der Reihe S!„, S!^, Äy etc.; ist dagegen 
(g,h) ein Punkt der reellen Curve, so sind ?„, ^^, ?y etc. reelle Functionen 
von p und q, und, als abhängig von x betrachtet, sind es if- Functionen, 
die im Innern des Gebietes gar nicht und nur an einer Stelle der Grenze 
unendlich werden. 

Herr Weierstrass hat gezeigt, dass es immer eine beschränkte An- 
zahl von Stellen (g^h) giebt, für welche eine Function ?„ von niedrigerer 
Ordnung als der (p + l)*®° existirt. 

Wir nehmen an, dass (g, h) eine dieser besonderen Stellen sei. Dann 
ist i-^a + l^ die allgemeinste Function, welche hier von der Ordnung a, 
^'^ß+/^'^a + y' die allgemeinste Function, welche von der Ordnung ß un- 
endlich wird u. s. f. Wenn man über diese Constanten in bestimmter Weise 
verfügt, so erhält man ein System von Grössen, das unabhängig von jeder 
Transformation der Gleichung Qi{p^q) = definirt ist. Dies hat den Vor- 
theil, dass man zwischen 11 = ^« und « = 1«' ^in© Gleichung G{u^e) = er- 
hält, die nur die nothwendigen wesentlichen Constanten des Gebildes in 
ihren Coefficienten enthält. Herr Weierstrtzss hat die verschiedenen Formen 
einer solchen Normalgleichung flir die Fälle p = 1, 2, und 3 angegeben. 

Betrachten wir zunächst den Fall p = 1, welcher der zweifach zu- 
sammenhängenden Fläche entspricht Es sei {g^h) irgend eine Stelle des 
Gebildes (/>, q) ; dann existirt kein f 1 , weil sonst in der Reihe «, /?, y . . . 
keine Zahl fehlen könnte; da aber in derselben auch nur eine Zahl fehlt, 
so müssen alle übrigen: ^2, I3 u. s. w. vorhanden sein. Nach dem, was in 
§. 3 bewiesen wurde, muss nun jede rationale Function, welche nur an der 
Stelle {g,h) unendlich wird, sich darstellen lassen in der Form: 
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WO G und G' ganze Functionen von ^2 bedeuten, und ihr Grad ist dadurch 
bestimmt, dass die Ordnung jedes der beiden Tenne G und f^ö' kleiner 
oder gleich der Ordnung von S ist. Daraus folgt: 

wo Ö3 vom dritten, Gl vom ersten Grade ist. Wir setzen c = & — ^ G' (I2) ; 
dann besteht folgende Gleichung 

wo R eine ganze Function dritten Grades bezeichnet. Indem man u = 0^2 + 0' 
einführt, lässt sich dieser Gleichung folgende Form geben: 

und dadurch dass man u und e mit constanten Factoren multiplicirt, sogar 
erreichen, dass eine dieser noch übrig bleibenden Constanten ^2 und g^ 
einen vorgeschriebenen Werth erhält. 

Ist p = 2, so können wir (g^h) so wählen, dass eine Function I2 
existirt Es ist dann fti == 1, ft, niuss = 3 sein; für jeden anderen Index fi 
giebt es eine Function §^. Auch hier lässt sich jede Function, die nur im 
Punkte ig^h) unendlich wird, darstellen in der Form: 

es ist daher auch 

hier muss G vom fünften, G' vom dritten Grade sein. Diese Gleichung 
lässt sich ebenso wie die vorige auf die Form 

bringen, wo R eine ganze Function fünften Grades ist, in der drei Coef- 
ficienten noch willkürliche Werthe erhalten können. 

Ist e = 3, so können drei Fälle eintreten. 

Es kann erstens Ai = 1, Ä2 = 3, A3 = 5 sein. 

Dann besteht zwischen « = ^7 und 11 = ^2 eine Gleichung ©* = JR (t#), 
die in Bezug auf r quadratisch, in Bezug auf Si vom siebenten Grade ist 
und die ebenso erhalten wird, wie die vorige. 

Zweitens kann fti = 1, Ä2 = 2, & 3 = 5 sein. Dann ist jede Function, 
die nur an der Stelle ig,h) unendlich wird, darstellbar in der Form: 

i = G{i,)+s,&{s,)+f,G'\s,), 

also auch Sl\ wir bekommen also zwischen I3 und I4 die Gleichung: 

sl+GJl+G,s, + G, = 0. 
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Der Coefficient Gi ist in Bezug auf ^3 vom ersten, G^ vom zweiten, Ö3 vom 
vierten Grade, üeber fünf von den zehn in dieser Gleichung vorkommenden 
Constanten kann nach Belieben verfügt werden, da wir ^3 durch fi = 0^3 + c', 
f 4 durch ^i = Ci ^4 + c'i ^3 + ci' ersetzen können. 

Nun ist noch ein dritter Fall möglich: *! = !, Ar2 = 2, iSr3 = 4. Hier 
lässt sich jedes | darstellen durch die Form: 

Demnach lassen sich folgende Gleichungen aufstellen: 

(1.) 1^ = a§,+ß§,+r, 

(2.) S5I7 = «i^5+/?.?7+rn 
(3.) r, = a,f5+A^7+r2, 

^> ßj Yi ^i? A7 yi5 "2, ßii Yi sind ganze Functionen von ^5, und zwar 
wird ihr Grad durch folgende Zahlen angegeben: 1, 1, 3; 2, 1, 4; 3, 2, 4. 
Wir können daher ^5 durch ^5 = ^5— /?i 1, durch ^7— «1 ersetzen. Hieraus 
sehen wir, dass wir «i und ß^ gleich Null annehmen können. 

Dann ergiebt sich, wenn man (1.) mit §7, (2.) mit fs multiplicirt: 

o/i+/?(a2f5+/52l7+y2)+y^7 = yi?5- 

Hieraus folgt: 

oder : 

y = -/3/?2, y, = /3cf2, /2 = -aa2- 

Die Gleichungen haben also folgende Form: 

hSi = /?a2, 

^ = «2^6+/52f7— ««2. 

Daraus ergiebt sich die Gleichung zwischen I3 und I5: 

l5-«|^+Ml5-/3'a2 = 0- 

§7. 

I. Im vierten Paragraphen wurde gezeigt, dass es möglich ist, unter 
den Functionen Ä'(x), welche zu dem Gebiete A gehören, zwei besondere 

auszuwählen, durch welche alle übrigen Functionen der Gattung K rational 
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mit reellen Coefficienten ausgedrückt werden können. Wir fanden, dass 
dann p und q durch eine Gleichung ® (p, ?) = mit reellen Coefficienten 
verbunden sind, die vom Range «—1 ist, und dass die Curve ®(p,q) = 
aus n geschlossenen Theilen besteht. 

Wir können p und q auf unendlich viele Arten wählen. Es sei 
iPn qi) ein zweites Functionenpaar von derselben Beschaffenheit, und 
®i{piyqi) = ^ die Gleichung, welche p, und qi erfüllen; dann lässt sich pi 
und qi rational durch (f, qr), aber auch p und q rational durch (pi, qi) aus- 
drücken, und diese Transformationen sind reell in ihren Coefficienten. Wir 
erhalten so eine unendliche Anzahl von Gleichungen («— 1)*«" Randes: 

®(«,0 = 0, @i(«,<) = 0, etc., 
die für das Gebiet A charakteristisch sind. Aus irgend einer dieser Glei- 
chungen gehen alle übrigen durch rationale, umkehrbare Transformationen 
mit reellen Coefficienten hervor. 

Es sei (p (x) irgend eine der Functionen H{x) oder K{x). Diese lässt 
sich zerlegen in y,(|, Ti]+i(p2{§, rj). Vertauschen wir i mit — i, so bekommen 
wir eine Function 9>'(y) = yi(f, »2) — 1^2(^,12) der Variablen y = ?— iij, und 
es ist klar, dass dem Gebiete A in der Ebene der eomplexen Grösse y 
ein congruentes und symmetrisches Gebiet Ä entspricht, an dessen Grenzen 
(p'iy) reelle Werthe annimmt. Ersetzen wir in den Ausdrücken Äi (a?) und 
K2(x) für p und q auf diese Weise i durch — i, so sind, da die Coef- 
ficienten der Gleichung @(p, y) = reell sind, die neuen Functionen p' und 
q' durch dieselben Gleichungen verbunden. Daraus folgt: 

Zwei Gebiete A und Ä, deren Form symmetrisch ist, haben die- 
selben charakteristischen Gleichungen. 

Es ist nur folgender Unterschied : Während dem Gebiete A die Hälfte 
B des algebraischen Gebildes («, t) entspricht , gehört zu Ä die conjugirte 
Hälfte B', A und Ä bilden zusammen die beiden Seiten einer geschlossenen 
Fläche 21: wir können dann sagen, dass jedem Punkte der Fläche 21 ein 
und nur ein Punkt des algebraischen Gebildes («, /; entspricht, und zwar 
der einen Seite A die eine Hälfte des Gebildes, der anderen Seite A' die 
andere Hälfte, und den beiden gemeinsamen Linien L die reelle Curve 
& {8, t) = 0. 

U. Jetzt ist es leicht zu zeigen, dass dieselben charakteristischen 
Gleichungen auch zu jedem anderen Gebiete -4 1 gehören, in welches A 
durch conforme Abbildung verwandelt werden kann. 
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Denn es sei x=^f{x') die abbildende Function. Diese ist eindeutig 
und rational im Innern des Gebietes Ai. Ersetzen wir daher in p — Ki(x)j 
q = K2 (x) die Variable x durch f{x') , so geht p über in Ki (f{x')) = Ai (a?') , 
q in K2 {fix')) = Atj {x'). Dann besitzen p und q im Gebiete Ä^ den Cha- 
rakter eindeutiger rationaler Functionen, und nehmen an der Grenze reelle 
Werthe an. In derselben Weise verwandelt sich jede Function K{x)'^n 
eine andere k{x'). Da auch das Umgekehrte gilt, so erkennt man sofort: 
. Alle Functionen k [x*) des zweiten Gebiets lassen sich rational durch 
zwei specielle *i (a?'), &2 (^') ausdrücken, die durch die Gleichung @ {p, ^) = 
verbunden sind. 

Also jede charakteristische Gleichung des Gebietes A ist zugleich 
eine solche fllr das transformirte Gebiet A^. Hieraus und aus dem vorhin 
bewiesenen Satze folgt sofort: 

Wenn zwei Gebiete sich entweder auf einander conform abbilden 
lassen, oder das eine Gebiet sich auf die symmetrische Ergänzung des 
anderen abbilden lässt, so gehören ihre charakteristischen Gleichungen zu 
derselben Klasse und lassen sich durch reelle Substitutionen in einander 
überführen. 

Wenn wir also zwei geschlossene ebene Flächen 9 und %x auffassen, 
die sich in einander entweder so abbilden lassen, dass die Seiten A und A^ , 
A und ^1, oder dass A und ^1, Ä und Ai sich gegenseitig entsprechen, 
so gehören zu beiden dieselben charakteristischen Gleichungen. 

m. Es seien ©(*,<) =0 und ®,(«', f') = zwei charakteristische 
Gleichungen der geschlossenen ebenen Flächen 21 iind 2Ii. Damit dieselben 
sich conform in einander abbilden lassen, ist alsdann erforderlich und hin- 

■ 

reichend: erstens, dass @ = 0, @i = derselben Klasse algebraischer Glei- 
chungen angehören; zweitens, dass sich die Gleichung @ = durch eine 
reelle Substitution in @i = überführen lasse. 

Denn es seien p=^K^{x), q^K^ {x) diejenigen zu dem Gebiete A 
gehörigen Functionen, welche durch die Gleichung & {p, q)'=0 verbunden 
sind; ebenso p' = Ki{x\ q' = K^{x) die Functionen des Gebietes At^ welche 
der Gleichung ®i(p', 9") = genügen. Dann lässt sich, der Voraussetzung 
zufolge, mindestens ein Paar rationaler Functionen von p' und q' mit reellen 
Coef&cienten angeben: 

durch welche sich umgekehrt {p\ q) rational ausdrücken lassen und welche 
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dieselbe Gleichung 6i = erfUUen wie die Grössen p und q. Diese neuen 
Functionen von x' bezeichnen wir mit Ks{x^ und Kq{x'). 
Nun wird, wenn wir 

* = iSfi {x)y t^R^ix) 
setzen, das Gebiet A mit der einen Hälfte B des durch die Gleichung' 
% {s^ <) s= definirten Gebildes in eindeutige Beziehung gesetzt Ebenso, 

wenn wir 

• • 9^K,{x% t^K^ix') 

setzen, wird das Gebiet Ai mit der einen Hälfte dieses Gebildes in Cor- 
relation gesetzt. Dies kann entweder B oder i?' sein. Im ersten Falle 
können wir setzen: 

K,{x)^K,{x\ K,{x) =^ Ko{x'\ 
und es ist durch diese Gleichungen zwischen x und x' eine Beziehung 
hergestellt von der Art, dass jedem Punkte im Innern oder auf der Grenze 
des einen Gebietes nur ein Punkt im Innern oder auf der Grenze des 
andern entspricht. Entspricht aber dem Bereiche Ai die andere Hälfte 
B' des Gebildes, so bilden wir die zu ^5(0;') und Ke{x') conjugirten Func- 
tionen und setzen diese gleich $ und t. Dadurch wird die symmetrische 
Ergänzung von Ai eindeutig auf B bezogen: 

Setzt man nun« = Äi(a?), t^Kt{x\ so entspricht jedem Punkte der Fläche 
Ax ein und nur ein dem Theile B des Gebildes (*, t) angehöriges Werthe- 
paar, jedem solchen Werthepaar aber ein und nur ein Punkt der Fläche A. 
In diesem Falle entsprecliien sich also A und ^1, A und ^1, und es ist, 
um die Fläche SÄ in 21, überzuführen, ausser der Transformation x^f(x') 
noch eine Drehung der einen Fläche im Räume nothwendig. 

Die Forderung^ dass die charakteristischen Gleichungen für beide 
Flächen dieselben sein sollen, ist^ da die allgemeinste algebraische Glei- 
chung vom Range p Sp— 3 wesentliche Constanten enthält, gleichbedeutend 
mit 3(1—3 Relationen zwischen den Parametern der beiden Flächen. Aber 
die Forderung, dass Ai auch A entspreche und nicht dem ergänzenden Be- 
reiche A^ lässt sich in der Form einer Gleichung nicht geben. 

Wir können sie so aufstellen : Es sei & (s, f)^0 irgend eine den 
Flächen A und A gemeinsame charaktefristische Gleichung , («1 , <,) sei ein 
Werthepaar , das irgend einem Punkte Xo- im Innern von A, («2 , ti) ein 
Werthepaar, das einem im Innern von A^ gelegenen Pimkte xi entspricht f 
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daan entspreefaen sich A und <4i, Ä and A[^ wenn man Ton («i^/i) nach 
(^9 '2) gelangen kann, ohne die reelle Linie zu ttbersclireiten , dagegen A 
und A'n At und A\ wenn dies nicht möglich ist. 

Wenn es mehrere rationale umkelirbare Transformationen der Glei- 
chung & {$, /) = in &i {s\ () == giebt, so lassen sich mehrere Functionen- 
paare K^ix*). Kq{x') aufstellen, die durch dieselbe Gleichung verbunden 
sind wie Ki{x) und ^,(0?); es giebt also ebensoviel verschiedene Arten 
die Fläche 21 auf 2li abzubilden, als es verschiedene reelle Transfoimationen 
der einen Gleichung in die andere giebt. 

Ist femer @ = auf mehr als eine Weise reell in ®i = traiiÄ- 
formirbar, so muss die Gleichung ® = reell in sich selbst transformii'bar 
sein. Die Fläche 21 besitzt dann die Eigenschaft, dass sie sich in sich 
selbst abbilden lässt. 

V. Ist 2( eme einfach zusammenhängende Fläche, so sind alle 

charakteristischen Gleichungen vom Range ; ist daher & (s, /) = eine 

derselben, so lässt sich eine rationale Function von s und / mit reellen 

Coefficienten : z = Ris^ t) angeben, durch welche sowohl s als auch / rational 

ausgedrückt werden kann: 

« = A«)j t = giz). 
Setzen wir nun 

wo a, /?, y, (J reelle Coefficienten bedeuten, so lassen sich s* und t' rational 
und reell durch e und / ausdrücken, und umgekehrt; femer sind «' und t' durch 
dieselbe Gleichung @ («', ^ == verbunden. Zugleich erkennt man, dass 
man auf diese Weise die allgemeinste reelle Transformation der Gleichung 
® = in sich selbst erhält. Und zwar geht B wieder in B, B' in ff über, 
wenn /?y—a^>>0, dagegen B in ff, ff in 5, wenn ßy'-ad<iO ist. Die 
Gleichungen vom Range gehören alle in dieselbe Klasse; daher ist die 
Lösung des Abbildungsproblems in diesem Falle immer möglich und ent- 
hält drei reelle unbestimmte Constanten. 

Ist « = 2, so ist jede charakteristische Gleichung @(«, = ^ vom 

K 

Range 1 ; es lassen sich also s und / als elliptische Functionen einer Grösse 

« auffassen: 

« = <p(i«), i = v(«). 

Diesdbe Gleichung besteht aber auch- zwischen 

41* 
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Damit sich e' und f rational (larch $ und t, and umgekehrt $y t 
rational durch (ß\ () ausdrücken lässt, muss « = ± 1, und damit die Trans- 
formation eine reelle sei, entweder ß reell, oder ß gleich einer reellen 
Grösse +o>' sein, wo w> die halbe imaginäre Periode bedeutet Wir er- 
halten also folgende Transformationen der Gleichung @ («, = ^ ^^^ 
selbst : 

oder 

Soll bei dieser Transformation fi in B, ß' in B' übergehen, so muss im 
ersten Falle das Vorzeichen positiv, im zweiten negativ genommen werden. 
Wir sehen also, dass die zweifach zusammenhängende Fläche A sowohl in 
sich selbst, als auch in ihre symmetrische Ergänzung verwandelt werden 
kann, und zwar können wir diese Abbildung zu einer völlig bestimmten 
machen, wenn wir einem gegebenen Punkte der Begrenzung einen anderen 
willkürlich zuordnen. Daher gilt der Satz: 

Zwei doppelt zusammenhängende Gebiete A und Ä lassen sich con- 
form in einander abbilden, wenn die Invariante der charakteristischen Glei- 
chungen in beiden Fällen denselben Werth hat ; und zwar auf unendlich viele 
Arten; die Abbildung wird eine völlig bestimmte, wenn wir zwei willkür- 
lich gewählte Punkte der Grenze von A und Ä einander zuordnen. 

Ist e>l, so giebt es im Allgemeinen keine Transformation der 
Gleichung ® («, f ) = in sich selbst , sondern dies tritt nur in besonderen 
Fällen ein und die Anzahl dieser Transformationen ist dann eine endliche. 
Ist e = 2, so lässt die Gleichung @ (*, = uooYl eine reelle Transformation 
zu, nämlich, wenn wir die Normalform 

^ = 4^9^—g2^—9i9'^—94S-gs 
nehmen , die Transformation s' = 8, t' = — t. Durch diese wird aber B m 

B\ B' ia B verwandelt Obwohl deshalb die ganze Fläche 21 eine con- 
forme Abbildung in sich selbst erlaubt, so ist es doch nicht möglich A in 
sich selbst, sondern nur A in seine symmetrische Ergänzung A abzubilden« 

§.8. 
Wir wollen nun für einige besondere Gebiete untersuchen, welches 
die zu ihnen gehörigen Functionen F(a?), H{x)^ K{x) sind, und wie sich 
diese Flächen in andere abbilden lassen. 
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I. Wir betrachten zuerst ein zweifach zusammenhängendes Gebiet, das 
von zwei Kreisen begrenzt ist, einem umschliessenden £0 tind einem von 
dem Gebiet umschlossenen Li. Es ist dann bekannt, dass es zwei Punkte 
P und Q in der Ebene giebt, die in solcher Beziehung zu den beiden 

RP 

Kreisen stehen, dass das Verhältniss der Strecken -^^ ein constantes ist, 

sowohl wenn der Punkt R den einen, als wenn er den anderen Kreis durch- 
läuft Es seien g und h die beiden Werthe dieses Verhältnisses, und es sei 
x = a im Punkte P, x==b im Punkte Q; dann ist der absolute Betrag von 

^""^ =flf auf der Linie A,, = A auf -der Linie Li. Wir erhalten also alle 

X — o 

Punkte der ersten Linie, wenn wir ^^, = g e"^ setzen und der Grösse 9 
alle reellen Werthe von bis 27i geben; ebenso alle Punkte der zweiten, 
wenn wir t— = ä e'^ setzen und ebenfalls cp von bis 27i wachsen lassen. 

Setzen wir log t- = %F{x)^ so ist P{x) = y— »loggf auf der 

Linie A,, F(a:) = 9— ilogA auf der Linie Li. Der imaginäre Theil von 
F{x) hat also auf beiden Linien constante Werthe, und zwar auf Z,, den 
Werth — iloggr, auf Li den Werth — ilogA. Da die beiden Punkte x = a 
und x = b ausserhalb des von diesen Linien umschlossenen Ringes liegen, 
so hat ausserdeqi F{p^ an jeder Stelle des Gebietes und auf den Grenzen 
desselben den Charakter einer ganzen Function; daraus folgt, dass F{x) 
eine solche Function ist, wie wir sie in §. 6. mit /(a?) bezeichnet haben. 

Setzen wir jetzt —flog r-+iloggf = ti und bezeichnen die rein 

imaginäre Grösse «O^S(fl^)~'l^ff(*)) ^* ^'> ^^^^^ i^* ^ ^^^ Linie A, u 
reell, auf Li ist 11— o>' reell. Betrachten wir jetzt die Functionen K{pc). 
Da X eine eindeutige Function von u ist und sich im Lmem von A nicht 
ändert, wenn u sich auf einer geschlossenen Linie um 27i vermehrt, so ist 
erstens klar, dass Ä'(a?), als abhängig von u betrachtet, für alle Werthe 
dieser Grösse, deren imaginärer Theil zwischen Null und co' liegt, den 
Charakter einer rationalen Function besitzen muss, und dass sich K{pi) = ^(«) 
nicht ändern darf, wenn u um 27i vermehrt wird. Femer muss für reelle 
Werthe von u sowohl ^(«) als ^(w — co') reell sein. Da nun w rein ima- 
ginär ist, so folgt daraus: 

/•(,! - ü>') = /•(« -f cü') oder f(fi + 2w') = f{^u) , 
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f(ii) ist also eine doppelt periodische Function, die im Innern eines Perioden- 
parallelogramms den • Cliatakter einer rationalen Function besitzt. Eigent- 
lieh ist durch die Punkte ti = 0, u=:2n, n^o)', m = w'+ 27i nur die Hälfte 
eiu^s Peiiodenparallelogramms bestimmt; aber da f{u) eine reelle Function 
von u sein soll, so setzt sie sich über die reelle Linie hinaus symmetrisch 
fort; woraus folgt, dass sie in der anderen Hälfte ebenfalls einen rationalen 
Charakter hat. 

Die Functionen K{x) können wir daher definiren als reelle elliptische 
Functionen von u mit den Perioden 27i und 2cü'. Dass sich diese rational 



durch zwei bestimmte p{u) und p'(n) = V4:p^— 32^-^93 ausdrucken lassen, 
ist aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannt. 

Setzen wir x' ^ — (——r-\ »o wird dadurch die Fläche A in eine 

g ^ X — b -'' 

von zwei um den Älittelpunkt gezogenen concentrischen Kreisen begrenzte 
Fläche verwandelt. Der eine dieser Kreise, Z„, hat den Radius Eins, der 

andere, L^. den Radius — = 6"*"*'. Dieser Radius ist aber ein bestimmter, 

9 

Ol' 

denn er ist von dem Parameter — der elliptischen Functionen abhängig. 

Wir können daher jede zweifach zusammenhängende Fläche in eine von 
zwei concentrischen Ki-eisen begrenzte verw^andeln, und auch bestimmen, 
dass der grössere den Radius Eins haben soll; der Radius des kleineren 
hat aber dann einen bestimmten, nicht willkürlich anzunehmenden Werth. 
Untersuchen wir jetzt, welche Transformationen in sich selbst diese 
Ringfläche, die jedenfalls von allen doppelt zusammenhängenden die ein- 
fachste Form besitzt, zulässt. Es sind folgende Transformationen von u erlaubt 

u' = u + a^ 

wo a eine beliebige reelle Grösse bedeutet. Diesen entsprechen die Trans- 
formationen von x': 

a?" = a:'e'« und a:" = -.-^. 

g X* 

Die erste derselben ist eine reine Drehung; durch die zweite geht I^, in Z.|, 
Li in U) über. 

n. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, einen Bereich, der von zwei 
confocalen Ellipsen begrenzt ist, in einen von zwei concentrischen Kreisen 
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begrenzten zn venrandeln. Die Gleichang^i dieser Ellipsen seien 

a* ■*" 6' ~ ' o» "*" 6» ~ ■^• 
Damit dieselben confocal seien, mnss die Bedingung stattfinden: 

Wir ktmnen für die Punkte der ersten Ellipse setzen: 

|=saeos^> ij = frsiny. 
Daraas folgt: 

Es sei a die grössere Halbaxe, vaii p gleich der positiven Grösse 
ia^—V. Dann können wir setzen: 

. , sini« 

a = (>cosio^ 6 = 9 — ; — • • 

Es ist dann 

__ a + b __ J a + 6 

also a eine positive Grösse. Wir bekommen dann: 

ap=i pco8(9)— I«). 

Darans sehen wir, dass arccos(— J + ia eine anf der Linie Lq reelle 

Fnnetion ist 

Da }/a\ - 6i = yd^—b^ = q ist, können wir ebenso für alle Punkte der 
zweiten Linie setzen: 



e" 



wo 



a 1 a — 



ist. Daher nimmt arc cos (—) + #«! anf der Linie Xj reelle Werthe an. 
FolgUch ist 

u = arceos^ — ) + «« 

eine Function, die auf der Linie Uy reell ist, auf der Grenze L| dagegen 
sich von einer reellen Function nur um die Grösse i(«i— «) unterscheidet 
Unstetig wird dieselbe nur flir a; ^ + ^^ d, h. für die Brennpunkte der beiden 
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Ellipsen, die im Innern der Linie Ii liegen. Sie hat daher für alle Punkte 
des Bereichs den Charakter einer ganzen Function, und ändert sich auf 
einem geschlossenen Wege, der die Linie L^ umgiebt, um die Periode 2n. 
u ist also wiederum eine Function J{x). 

Um daher den Bereich in einen von zwei concentrischen Elreisen 
begrenzten abzubilden, haben wir nur J{x) der entsprechenden Function 
für diese zweite Figur gleichzusetzen. Die Gleichung des grösseren 
Kreises ZJ, sei l^ + V^ = r', die des kleineren II: ^^+i;'^ = rj; dann ist 
m' = —flog (a:') + « log r auf dem grösseren Kreise reell, auf dem kleineren 
unterscheidet sie sich von einer reellen Function um die Grösse ilog(ri)— flogr, 
und bei dem Umgange um Li ändert sie sich um 2 n. Damit also die Ab- 
' bildung möglich ist, muss 

%{a^ — a) = ilogfi— ilogr 

sein, und dann wird die Art der Abbildung angegeben durch die Formel 

arccos(— ) + •« = — »log(a:') + ilogr, 
a ist gleich log(-^-- — ), «i gleich log( ^' ' ) und arccos(— ) gleich 

— ilog(^ — -^-^ ^— J; wir bekommen also folgende Formeln: 



-.,log(-^±i^!S^) + .-log(-^) = nog(x')+.-log(r), 

»'log(-^)-*lo?(^^) = «logvr)-«-log(r.), 
oder, indem wir von den Logarithmen zu den Zahlen übergehen: 

a? + y^a?' + 6' — g' _ _^ 

a + 6 ■" r ' 

« 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel muss so gewählt werden, dass 

ix^ + V^c^ für X =^ a in 6 übergeht; dann entsprechen sich die Punkte 
x^a und a?' = r. — Wir haben also den Satz: 

Damit ein von zwei confocalen Ellipsen begrenzter Bereich in einen 
von zwei concentrischen Kreisen begrenzten sich abbilden lasse, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass die Radien dieser Kreise sich verhalten wie 
die Summen der Axen der beiden Ellipsen. 
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Will man umgekehrt x durch x' ausdrücken, so erhält man: 

__ a + b a^ a — 6 r 
^ "" 2 r+ 2 ^' 

in. Wir haben zwar bei der Herleitung der allgemeinen Sätze an- 
genommen, dass das Gebiet A von endlichem Flächeninhalt sei und dass 
es von einer Lo von endlicher Länge umschlossen sei. Aber die gefundenen 
Sätze gelten auch, wenn das Gebiet sich ins Unendliche erstreckt; man 
kann einen solchen Fall stets durch eine einfache Transformation auf den 
früheren zurückführen. Wenn eine der Linien L sich bis ins Unendliche 
erstreckt, so sagen wir, dass der unendlich ferne Punkt der Ebene auf der 
Grenze von A liegt; wenn das Gebiet sich ins Unendliche erstreckt, die 
Linien L aber alle im Endlichen liegen, so sagen wir, dass der unendlich 
ferne Punkt im Innern des Gebietes liegt Um dann die Functionen F{x) 
in der Umgebung des unendlich fernen Punktes zu entwickeln, setzen wir 

— = /; wir sagen dann, dass F{x) an dem unendlich fernen Punkte den 

X 

Charakter einer ganzen Function besitzt, wenn sie nach ganzen positiven 
Potenzen von t entwickelbar ist, und dass sie von der ^*®" Ordnung un- 
endlich wird, wenn negative Potenzen von t bis zur ^*®° in der Entwicklung 
vorkommen. Auch hindert nichts, dass wir statt ganzer Linien ^ Strecken 
von Linien als Begrenzung annehmen; denn insofern eine solche Strecke 
zwei Seiten hat, ist sie auch eine geschlossene Linie. 

Wir nehmen nun für das Gebiet A die ganze Ebene mit Ausschluss 
einzelner endlicher geradliniger Strecken A,, A, ... Ir,-i, die wir der reellen 
Linie parallel annehmen. Die Entfernung dieser Linie von L„ sei Od, von 
Li : ai , u. s. f., endlich von L^_i : a,_i. 

Es seien nun p, q irgend zwei Ä'-Functionen , die durch eine Glei- 
chung ® (p, ^) = vom («—1)*«° Range verbunden sind, und durch die sich 
alle übrigen rational ausdrücken lassen; {po^qo) seien die Werthe, welche 
diese Functionen für a? = oo annehmen. Fassen wir nun die zu diesem 
Gebiete gehörigen Functionen F(x) auf, so ist leicht zu erkennen, dass x 
selbst zu ihnen gehören muss. Denn der imaginäre Theil von x nimmt 
auf jeder der Linien L einen constanten Werth an; ausserdem aber hat x 
an jeder Stelle des Gebietes natürlich den Charakter einer ganzen Function 
mit Ausnahme des Punktes a? = oo, an welchem x von der ersten Ordnung 
unendlich wird. Betriachten wir daher x als Function von p und q, so ist 
es ein Integral zweiter Gattung, dessen imaginäre Perioden 2(ai — Oi,), 

Journal für Mathematik Bd. LXXTUn. Heft 4. 42 



330 Schottky, con forme Abbildung mehrfach zusammenhängender ebener Flächen. 

2(02 — 00)7 ••• 2(o,_i— OtO sind, und dessen reelle Perioden sämmtlich den 
Werth Null haben. Dasselbe ist an jeder Stelle von B endlich, mit Aus- 
nahme der Stelle (p.j, 90), wo x von der ersten Ordnung unendlich wird. 
Da a: — Oü ausserdem eine reelle Function von p und q ist, so wird x 
nur noch an der zu (po,9o) conjugirten Stelle (pl)^ q'o) in J5' unendlich. 
Wir haben also aus p und q ein Integral zweiter Gattung zu bilden, 
welches sich in der Nähe der Stelle (po, qo) in folgender Weise ent- 
wickeln lässt: 

und in der Nähe des Punktes (po, ql)) die entsprechende Entwicklung hat: 

HiP>9) = 7^1^+^' (/'-/'«)• 

Ausserdem haben wir H{p, q) so zu bestimmen, dass die sämmtlichen fi —1 
reellen Perioden verschwinden; hierdurch ist aber H{p,q) bis auf einen 
Constanten Factor und eine additive Constante völlig definirt. 

Es ist noch etwas zu beachten. Die Gestalt der Fläche A hängt 
von Sn Constanten ab; von diesen lassen sich durch eine lineare Trans- 
formation x' = ax + b + ci drei willkürlich bestimmen; es bleiben also 
3»— 3 = 3p wesentliche Parameter. H{p,q) enthält erstens das imaginäre 
Werthepaar (po, qo\ welches flir zwei Constanten zu rechnen ist; ausserdem 
die beiden Grössen A und J5, von denen wir aber die eine gleich Eins 
annehmen können. Die Gleichung &{p, q) = selbst muss also 3«— 6 = 3p— 3 
wesentliche Constanten enthalten, d. h. die höchste Zahl, die eine Gleichung 
vom Range p besitzen kann. I Daraus geht hervor, dass sich jede Fläche 
in eine von lauter geradlinigen parallelen Strecken begrenzte abbilden lässt. l 

Nimmt man an, dass die Strecken Z4J, Li, ... Ir»_i sämmtlich Theile 
der reellen Linie sind, so ist o», = 01 = 02 = ••• = o,_i = 0, daher H(p,q) 
eine eindeutige Function von u. Daraus folgt, dass sich in diesem Falle 
X rational durch p und q ausdrücken lassen muss. Rationale Functionen 
vom zweiten Grade giebt es aber nur , wenn die Gleichung ® {p, g) = 
auf die der hyperelliptischen zurück geflihrt werden kann. Wir dürfen 
also setzen 

p = Xj q^ = c(a? — Ci)(a:— Cj) . . . (a? — Cj«). 

Es ist leicht zu erkennen, dass die Werthe der Constanten c^, C2, ... Cj,» keine 
anderen sein können als die des x an den Endpunkten der Strecken Z. 
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§.9. 
Es sei @ (p, g) = eine Gleichung vom Range q mit reellen Coefficienten 

und von der Bescha£fenheit, dass die reelle Curve ®(p, 5^) = aus p+1 ge- 
schlossenen Linien besteht. Dann zerföUt durch diese Curve das algebraische 
Gebilde {p, q) in zwei conjugirte Hälften B und B\ Femer sei A ein (()+l)-fach 
zusammenhängendes Gebiet der Ebene einer complexen Grösse x, zu welchem 
® {p^ q) = als eine der charakteristischen Gleichungen gehört ; dann ist es 
möglich, zwei durch die Gleichung ®(p, g) = verbundene Functionen 

(1,) p = K,{x\ q=-K,{x) 

zu bilden, durch welche das Gebiet A und die Hälfte B des Gebildes in 
der Weise in Beziehung gebracht werden, dass jedem Punkte x^ im Innern 
oder auf der Grenze von A eine und nur eine Stelle (p«, qo) i^ Innern oder 
auf der Grenze von B entspricht, und umgekehrt. 

Durch Umkehrung der Gleichungen (1.) lässt sich x für alle Punkte 
des Gebildes, die im Innern oder auf der Grenze von B liegen, als ein- 
deutige Function von p und q darstellen: x=^ fip,q). Diese Grösse nimmt 
im Innern von B keinen Werth mehr als einmal an; wenn daher x = a 

oder x = oo wird, so verschwindet x—a oder — nur von der ersten Ordnung. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, diese Grösse durch Differentialgleichungen 
zu bestimmen für den Fall, dass die geschlossenen Linien, welche den Rand 
der Fläche bilden, ganz aus Theilen von Kreisen und geraden Linien zu- 
sammengesetzt sind. Es wird sich zeigen, dass dann x der Quotient zweier 
particulären Integrale einer Differentialgleichung von der Form: 

-^+R.ip.g)^+R2{p.q)y = 

ist. Da über die Gestalt der Fläche A nur eine sehr allgemeine Voraus- 
setzung getroffen ist, so wird auch die Klasse der linearen Differential- 
gleichungen, welche wir auf diese Weise erhalten, eine sehr ausgedehnte sein. 

Wir nehmen also an, dass die Linien, welche die Begrenzung von 
A bilden, Kreispolygone seien. Die Eckpunkte dieser Polygone nennen 
wir die singulären Punkte der Grenze. 

Es sei zuerst x^^ ein nicht singulärer Punkt der Grenze. Dann 
setzen wir 

ax + b 

und bestimmen die beiden Constanten a und b so, dass t ausser im Punkte 

42* 
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X() noch an zwei anderen Punkten desselben Kreises, auf welchem a:,) liegt, 

reelle Werthe annimmt. Durch diese Gleichung wird die Fläche A auf 

die Ebene t conform abgebildet, und zwar so, dass dem Kreise, auf welchem 

Xii liegt, die reelle Gerade, dem Punkte a?o selbst der Nullpunkt entspricht. 

Daraus folgt, dass wir t als die zu diesem Punkte der Grenze gehörige 

transformirende Function wählen können. 

Es sei zweitens iCc, einer der singulären Punkte. Dann treffen hier 

zwei benachbarte Strecken zusammen unter einem Winkel, den wir mit in 

bezeichnen wollen (es ist dann A eine positive Grösse zwischen den Grenzen 

und 2). Setzen wir 

axA-b , 

= X. 

x — x^ ^ 

so entspricht dem Punkte x^ der unendlich ferne Punkt in der Ebene x'; 
die beiden Kreise, welche hier zusammentreffen, müssen sich also in gerade 
Linien verwandeln. Ist A weder = , noch = 1 , noch = 2 , so schneiden 
sich diese beiden Geraden unter dem Winkel In, und wir können a und b 
so bestimmen, dass der Durchschnittspunkt der Nullpunkt in der Ebene x\ 
eine der beiden Geraden die reelle Linie wird; die andere bildet dann mit 
dieser den Winkel In. Setzen wir nun x' = f^^ so entspricht dem Punkte 
x' = 00 der Nullpunkt < = , die beiden Geraden gehen in den positiven 
und negativen Theil der reellen Linie über. Die zu x^y gehörige trans- 
formirende Function t wird also durch die Formel: 

gegeben. Ist dagegen A = 0, l oder 2, so gehen die beiden Strecken über 

in zwei parallele Gerade, und der unendlich ferne Punkt, in dem sie sich 

berühren, ist der dem Punkte Xo entsprechende. Da es, wenn man die 

transformirende Function finden will, nur auf die Gestalt der Fläche in der 

Nähe des betrachteten Punktes ankommt, so können wir, um t zu bilden, 

eine Fläche annehmen, die nur von diesen beiden Linien begrenzt ist. Ist 

A = 0, so können wir voraussetzen, dass sie nach beiden Richtungen ins 

Unendliche fortgehe; dann finden wir 

, ax-\-b , x.v 

wo c eine reelle Constante bedeuten soll. Ist A = 1 , so muss eine der 
Geraden an einem Punkte aufhören; man erhält dann: 
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Ist i = 2, 80 dürfen beide Geraden nur nach einer Richtung ins Unendliche 
fortgehen. Nehmen wir die Endpunkte an als senkrecht zu der Richtung 
der Parallelen übereinanderliegend, so ergiebt sich hier: 

Die Constante c kann in allen drei Fällen = 1 angenommen werden, wenn 
sie nicht Null ist; was eintritt, wenn die Entfernung der beiden Parallelen 
gleich Null ist. 

Nun ist es aber noch auf eine andere Weise möglich, fUr jeden Punkt 
Xa der Grenze eine transformirende Function zu erhalten. Es sei {po^q») 
die dem Punkte x^ entsprechende Stelle auf der reellen Curve des Gebildes ; 
dann bilden wir eine rationale Function t von p und q mit reellen Coef- 
ficienten, die an der Stelle (po, qo) von der ersten Ordnung verschwindet 
Zu jedem unendlich kleinen Werthe von t gehört dann ein bestimmtes 
Werthepaar {p, q) in der Nähe von (p,,, 5^0)7 welches reell ist, wenn t reell 
ist; und umgekehrt 

Hieraus folgt, dass durch die Function t derjenige Theil der Fläche A, 
welcher in der Nähe des Punktes jr„ liegt, conform abgebildet wird, und 
zwar so, dass t = dem Punkte a?,, entspricht, und der Strecke, auf welcher 
a:„ liegt, die reelle Gerade. — Nun gehört zu jedem unendlich kleinen 
Werthe von t ein und nur ein unendlich kleiner Werth von t, und umge- 
kehrt; daraus folgt, dass t sich in dieser Weise entvrickeln lässt: 

/ = aT+/9T^+yT^+etc., 
wo a von Null verschieden ist Da zu einem reellen t auch ein reeller 
Werth von t gehört, so müssen die Coefficienten «, /?, y etc. reelle 
Grössen sein. 

§. 10. 
Wir können jetzt den analytischen Charakter der Function x = /"(/?, q) , 
zunächst für die eine Hälfte B des Gebildes, dann aber auch für das ganze 
Gebilde, vollständig bestimmen. Um eine Function F von p und q in der 
Nähe irgend eines Punktes (po,go) darzustellen, ist es zunächst nöthig eine 
rationale Function t von p und q zu bilden, welche in diesem Punkte von 
der ersten Ordnung verschwindet Eine solche ist im Allgemeinen p— po; 
es giebt aber Stellen, in denen p— /?o von einer höheren Ordnung ver- 
schwindet; für diese und für die unendlich fernen Punkte des Gebildes 
muss für T eine andere rationale Function gewählt werden, p und q lassen 
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ftich dann nach aufsteigenden ganzen Potenzen von t entwickeln, und diese 
Reihen hat man in den Ausdruck Pip, q) einzusetzen, um eine Darstellung 
zu erhalten, welche fHr alle Punkte des Gebildes in der Umgebung von 
(Po? 9o) göltig ist- Wir setzen ausserdem voraus, dass t, wenn die Stelle 
(PiM 9ii) auf der reellen Curve des Oebildes liegt eine reelle Function von 
p und q ist 

Nehmen wir zunächst an« dass (po, q^) ein Punkt im Innern von B 
ist, so giebt es eine lineare Function x' von a?, welche an dieser Stelle 
von der ersten Ordnung verschwindet Diese muss also darstellbar sein 
in der Form: 

x' = C|T + C2T* + CjT^+etC., 

wo c, von Null verschieden ist 

Dasselbe gilt wenn (pu? q») eine solche Stelle auf der Grenze von Ä, 
also auf der reellen Curve, ist, der ein nicht singulärer Punkt auf der 
Grenze von A entspricht Dann nehmen wir x' = t, und es sind dann, wie 
wir gesehen haben, die sSmmtlichen Coeflficienten Ci, C2, c, etc. reelle 
Grössen. 

Entspricht der Stelle (po, q^^ ein singulärer Punkt der Begrenzung, 

so geht durch Einsetzung von r die Formel 

x' = clog(0 + '"^ 
tlber in 

J-' = clog(T) + CiT-' + C2T-'+'+C3T-^''' + etc., 

wo wiedenim Cx von Null verschieden ist, und c, Ci, Cj etc. reelle Grössen 
bedeuten, c muss von Null verschieden sein, wenn A = ist; es kann 
einen von Null verschiedenen Werth haben, wenn i = 2 ist; in allen übrigen 
Fällen aber ist c = 0. 

Diese Formel geht in die ftlr nicht singulare Punkte geltende über, 
wonn wir c — und i = — 1 setzen. 

Fassen wir irgend eine Strecke s der reellen Curve des Gebildes 
Ihm Auge, auf der kein singulärer Punkt liegt; dann giebt es eine lineare 

FuiH'tloii t^ ^ \^ welche an jedem Punkte derselben einen reellen 

WtMth liHt. Hierdurch wird klar, wie die Function x über diese Strecke 
hInaiiH in die zweite Hälfte B' des Gebildes fortgesetzt werden muss^ 
nlittiiif^li HO, (lasK / an jedem Punkte pi, q'o von B' den conjugirten Werth 
i^rliWll m denOt^ilgen, welchen t an dem entsprechenden Punkte (pu, y«) 
von // hat 
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Es seien jetzt «i, «2 zwei Strecken, die entweder auf zwei von einander 
getrennten Zweigen der reellen Cnrve liegen, oder einem Zweige derselben 
angehören, aber durch einen oder mehrere singulare Punkte von einander 
getrennt sind. Dann sind die entsprechenden Linien der Fläche zwei Kreis- 
bogen, die im Allgemeinen verschiedenen Kreisen angehören. Es giebt 

; 

also zwei lineare Functionen von a? : /i = — - — r-j-. t^ = —. — t-^. von denen 
die erste auf «1, die zweite auf «2 reelle Werthe annimmt; und wenn wir 
ti durch ^2 ausdrücken: <i = — ^J^^ , so sind im Allgemeinen a, ß, y, S 
complexe Grössen. Bewegt man sich im Innern von B von «1 nach «2? so 

ai A- 3 

verwandelt sich ti in — / ; ^ , wo /j eine reelle Grösse bedeutet. Auf dem 

entsprechenden Wege in B' geht daher t^ in .^*]7y über, wo a\ ß\ y\ d' 

die zu a, ß, y, J conjugirten complexen Grössen sind. Daraus folgt, dass 
auf dem geschlossenen Wege, der aus beiden zusammengesetzt ist, ^ in 
eine lineare Function von sich selbst übergeht; und da t^ und x selbst 
lineare Functionen von /j sind, so gilt dasselbe von diesen Grössen. 

Wenn wir also x in dem ganzen Bereich des Gebildes als Function 
von p und q auffassen, so ist dieselbe eine vielwerthige; und zwar lassen 
sich alle Werthe, die x an irgend einem Punkte des Gebildes annehmen 

kann, in der Form darstellen : ^^ , wo a, /?, y, d von p und q unab- 
hängig sind. Als nicht singulare Stellen bezeichnen wir diejenigen, für 
die es möglich ist, eine lineare Function von x zu bilden, welche dort un- 
endlich klein von der ersten Ordnung wird ; von den singulären, die sämmt- 
lich auf der reellen Curve liegen, wissen wir, dass es für sie eine lineare 
Function x* von x giebt, die sich in der Form 

x' = clog(r) + T-^?p(T) 
in der Umgebung der Stelle darstellen lässt *). 

§.11. 
Wir gehen jetzt dazu über, x in einen Quotienten zweier Functionen 
«1 und «2 zu zerlegen, welche so beschaffen sind, dass alle Werthepaare 



*) ^(j) bedeutet hier und im Folgenden immer eine Reihe nach ganzen positiven 
Potenzen von r, deren constantes Anfangsglied von Null verschieden ist. 



j 
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(«i,Ä2), welche sich aus einem herleiten lassen, in der Form 

dargestellt werden können. 

Wir bilden irgend eine rationale oder Integralfunction w von p und q, 
und diiferentüren diese nach x. Wenn wir jetzt p und q eine beliebige 
geschlossene Linie des Gebildes durchlaufen lassen, so kann tr sich um eine 

Periode vermehren und x in eine lineare Function ^^ , f von sich selbst 

y x-f-o 

übergehen; wir nehmen der Einfachheit wegen ad^-ßy^X an; alsdann 
verwandelt sich auf diesem Wege: 

^ in fr.+*)'-^, 
Wenn wir 



-/die /dtt> 

setzen, so geht auf dem Wege, auf welchem x sich in ^^^^ verwandelt, 

Äi in «2x+/?22, 
«2 in yai4-<^«2 

über. Damit sind zwei Functionen gefunden, welche die verlangte Eigen- 
schaft haben. Untersuchen wir jetzt, wie sich diese Functionen in der Nähe 
irgend einer Stelle (po, q^i) des Gebildes durch die Grösse t ausdrücken 

lassen. Zunächst lässt sich -^ in dieser Form entwickeln: 

^ = -"^w, 

wo fi im Allgemeinen gleich Null ist, und nur bei einer besonderen Wahl 
der Stelle (po? q^) von Null verschieden sein kann, dann aber eine ganze 
positive oder negative Zahl ist 

Wir wissen femer, dass, gleichviel ob (p,,, q^, ein singuläres Werthe- 
paar ist oder nicht, eine lineare Function x^ von x existirt, die sich 
folgendermassen entwickeln lässt: 

x' = clog(T)+T-^?p(T). 
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Hieraus folgt: 



^ = '-'*«• 



Denn, wenn i = ist, so ist c von Null verschieden; es wird also -j- 

für r = von der ersten Ordnung unendlich. Für i = 1 und i = 2 übt das 
Glied CT~^ auf die Ordnung von -^ keinen Einfluss, und für alle übrigen 
Werthe von l ist c = 0. Hieraus folgt: 



•«^=/^=^ ' ^'W' 



Ai-i-fl 



«; = a?Y-^=c«aog(T)+T ' %{t). 



Da a;' eine lineare Function von er ist, so lassen sich z^ und Z2 
linear durch diese beiden Ausdrücke darstellen: 

«1 = /«i + 5'«2 , Ä2 = Aal + *«2. 

Diejenigen Stellen, in denen l von —1 verschieden ist, die also den 
Eckpunkten der Fläche A entsprechen, nennen wir wesentlich singulare 
Punkte. Fällt (po? 9o) -nicht mit einem von diesen zusammen, so ist 
i = — 1, c = 0, also: 

Ist \i von Null verschieden , so nennen wir (po , q^ eine ausserwesenflich 
singulare Stelle. An den nicht singulären Stellen lassen sich also «i und «2 
linear durch zwei Potenzreihen darstellen , von denen die eine für r = 
einen von Null verschiedenen Werth hat, die andere von der ersten Ordnung 
unendlich klein wird. 
Es seien 

die singulären Stellen des Gebildes, und 

die zugehörigen Werthe von l und u. Dann bilden wir fttr jede der Stellen 
(5^1, Ai), (flfijAj), ... (flf«,AJ das Normalintegral dritter Gattung J^pq^QrK^ 
welches nur an dieser Stelle und der Stelle {ga^h^ unendlich wird. Aus 

Jonraal für Mathematik Bd. LXXXHI. Heft 4. 43 
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diesen Integralen setzen wir folgende Summe i^nsammen: 

Dann lässt sich dieser Ansdmck, wenn wir von der besonderen Stelle 
{goj *ü) absehen, in der Umgebung jeder anderen Stelle (po, qo) des Gebildes 
in folgender Weise entwickeln: 

(denn es ist ^+A + 1 = 0, wenn die Stelle (p,xj ?o) keine singulare ist). Be- 
zeichnen wir die Summe ^( ^ o — )' »^sg^dehnt ttber alle singulären 
Stellen, die ausgezeichnete {go^K) eingeschlossen, mit a, so ist an dieser 
letzteren Stelle: 

» = (i^i±Ml^a)log(T) + *;+d;T+etc. 

Die Constante a ist unabhängig von der Wahl der Function tc. Denn 
S(ji) ist nach einem Satze aus der Theorie der Integrale gleich 2 p — 2, 
folglich : 

Bilden wir jetzt die Exponentialgrösse e^, so Iftsst sich diese in der Nähe 
einer Stelle (poj^^o) Entwickeln in der Form: 

(1.) 6^ = T ^ ^(T), 

wenn {po^qo) von (go^ho) verschieden ist; und wenn (pu^ffu) niit dieser 
letzteren Stelle zusammenföUt, in der Form: 

(1/) e^ = T ' ^(t). 

J8i und SS2 lassen sich in jedem dieser beiden Fälle linear darstellen durch 
zwei Ausdrücke von der Form: 

(2.) «; = T ^ %(j), «; = CÄ;iog(r)+T ^ %(t). - 

Setzen wir nun: 

Vi = «1 e"^^ Vi = »2 e"*^ 
so haben diese Grössen dieselben wesentlichen Eigenschaften wie Si und Z2. 
Denn es ist erstens ^ = a:. Zweitens, da e^ sich auf einem geschlossenen 
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Wege nur um einen constanten Factor vermehren kann, so sind alle Werthe, 
die jfi und jfs annehmen können, dnreh zwei bestimmte derselben darstellbar 
in der Form: 

y = fyi+9y2, 

wo f und g Constanten bedeuten. In ihrem Verhalten an den singnlären 
Punkten sind diese Functionen aber einfacher als die vorigen. Denn aus 

* 

den Gleichungen (1.) und (2.) folgt, wenn {po^qo) von (5^07*0) verschieden 
ist, dass sich yi und jf, in der Umgebung von (j9o, qo) linear und homogen 
durch zwei Ausdrucke von der Form: 

(3.) y; = ^(T), y[ = e%{T)\og{T)+r-'%(t) 

darstellen lassen; es giebt also jedenfalls eine Function fyi+gy2^ welche 
für r = weder Null noch unendlich wird. An der ausgezeichneten Stelle 
dagegen ist: 

(3/) y; = T-^(T), y[ = CT''%{T)\og(r)+r'-'^%{T). 

Die ausserwesentlich singulären Punkte der Functionen Zi und sst 
sind also hier in einen einzigen vereinigt worden. 

§.12. 
Wir beweisen jetzt, dass fzi+gz2j fyi+gyi die vollständigen Inte- 
grale zweier linearen homogenen Differentialgleichungen sind; was man 
nach den Eigenschafken der Functionen «1, Z2 und y^ jf, erwarten konnte. 
Aus den Gleichungen: 






dx 

folgt : 

•t dx 4 2, 

«2-7—=!, a? = -i-; 

mithin: 

d*^ dz^ __ ^ 

Differentüren wir diese Gleichung noch einmal nach tD, so erhalten wir: 

Öder, wenn wir den Quotienten -^ . .' mit F{p,q) bezeichnen: 

43» 
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Hieraus folgt, wenn z = azi+ßi2 gesetzt wird, wo a und ß will- 
kürliche Constanten sind: 

(1.) ^ = »Fip,q). 

Man erkennt somit, dass F{p,q) seineu Werth nicht ändert, wenn 
auf einem geschlossenen Wege Zi und «2 in lineare Functionen ihrer selbst 
übergehen. F(p, q) ist also eine eindeutige Function von p und q. 

Es sei ipo^qu) eine beliebige Stelle des Gebildes; dann giebt es 
wenigstens eine Grösse « = ««14-/3^2, welche sich in der Nähe derselben 
durch eine Reihe von folgender Form darstellen lässt: 

i = T''4-c,T''+* + C2T''+Hetc., 
wo V keine ganze Zahl zu sein braucht, dw ist ein rationales Differential ; 
folglich lassen sich die Quotienten — j- und — j-r nach aufsteigenden 

ganzen Potenzen von t entwickeln. Nun gilt aber der Satz: Eine ein- 
deutige Function von p und q, welche an jeder Stelle des Gebildes den 
Charakter einer rationalen Function besitzt, ist eine rationale Function. 
Folglich ist F(p, q) eine rationale Function von p und q. 
Setzen wir z = ye^, so erhalten wir: 

dw ^ \dw ^^ dw J' 
dir* ■" ^ Vdw^'^^dw dw ^^V dw^ ^\ dw J Jr 

Mithin geht die Gleichung (1.) über in folgende: 
oder, wenn wir die Coefficienten 

bezeichnen, in: 

Da d& und du) rationale Differentiale sind, so sind (fip^q) und 
y^ip^q) rationale Functionen von p und q. 
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§.13. 

Wir haben jetzt zu untersuchen, wie die Coefficienten (p und v^ einer 

solchen Differentialgleichung zu bestimmen sind, damit die particulären 

Integrale derselben sich an jeder Stelle des Gebildes in der Form, welche 

wir im vorletzten Paragraphen angegeben haben, entwickeln lassen. Wir 

würden finden, dass \f(p[Piq)dw ein Integral dritter Gattung sein muss, 

welches sich von dem angegebenen, d, nur um ein Integral erster Gattung 

dß" 

unterscheiden kann, und können deshalb geradezu y (p, 5^) = 2 -^ — setzen, wo 

» = 1 ^" + ^""^* /(/>?, y,A.) 

ist. — Um für eine beliebige Stelle (po?9ü) das Verhalten yon tff{p,q) zu 
bestimmen, ersetzen wir das Differential dw durch das Differential dr. Die 

Gleichung y4- + y-3^+V^y = geht dann über in folgende: 

WO 

A = 4(2*-log^), 

ist Es sei nun zuerst [j^u, 90) von (^o? ^O verschieden; dann muss es ein 
particuläres Integral y geben, welches durch eine gewöhnliche, flir t = 
nicht verschwindende Potenzreihe ^ (t) ausgedrückt wird. In diesem Falle ist 

» = Ji±^±Liog(T)-f d.+^.T+etc, 

log(-^) == /^logT+i7o+i?iT + etc.; 

folglich 

A = (A+l)T-*+^o+^iT + etc. 

Es kann also — (-j-t^ + A -^j für t = nur von der ersten Ordnung un- 

endlich werden, und zwar auch dies nur in dem Falle, dass {pa^q^) einer 
der wesentlich singulären Punkte ist , weil sonst i + 1 = ist. Hieraus 
erkennt man: 

. xp (-^) bleibt endlich für t = 0, wen^ (po, 5^0) nicht mit einem der 
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wesentlich singnlären Punkte zusammenfällt; dagegen, wenn (po, qu) eine 

der wesentlich singulären Stellen ist, kann v(*t^) fllr t = von der ersten 

Ordnung unendlich gross werden. 

Es sei jetzt (po, ^o) die ausgezeichnete Stelle (^u? A»). Dann können 
wir setzen: 

y == Tf+CxT^+' + C^T^+' + etC, 

» = (A±|L±i-.a)log(T) + do+*lr + ..-, 

l0g(-^) = iMülOg(T)+l7; + 1?;T+--, 

folglich : 

Hieraus ergiebt sich: 

Hier wird also J5 = i^(-^) von der zweiten Ordnung unendlich; 

aber der Coefficient des ersten Gliedes, und wenn (^o,A«) keiner der 
wesentlich singulären Punkte ist, sogar die der beiden ersten Glieder sind 
bekannte Grössen. 

Hiemach lassen sich die Coefficienten (p *und y/ aufstellen. Aber 
es stellt sich heraus, nachdem dieses geschehen, dass die durch die Diffe- 
rentialgleichung definirten Functionen y^ und y^ von mehr wesentlichen 
Parametern abhängen, als die direct durch das Abbildungsproblem definirten. 
Dies hat folgende Ursache. Auf einem geschlossenen Wege im Innern 
von B, der einen Zweig der reellen Curve umschliesst, geht im Allge- 
meinen jfi in ayi + /?y2, yi in yyi + ^yi Über. Soll nun — eine im Innern 

von B eindeutige Function sein, was fUr das Abbildungsproblem nothwendig 
ist, so muss /9 = / = 0, a = J sein. Zur vollständigen Bestimmung der 
Coefficienten 9 und y^ tritt daher , wenn (» >• ist, noch eine Anzahl tran- 
scendenter Gleichungen hinzu. 

§-14. 
Wir wollen jetzt, soweit dies nach dem Vorhergehenden möglich iat, 
die Form der Differentialgleichung für einige specielle Fälle bestimmen. 
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Zunächst für den Fall, dass A ein zusammenliängendes Gebiet ist 
Dann ist p = 0. Für @ {p, 9) = können wir die einfachste Gleichung 
vom Range Null nehmen, nämlich q = Const. ; das Gebilde geht dann über 
in die Ebene der complexen Grösse p^ B und B' in die positive und 
negative Halbebene. Wir setzen femer w^p. Für einen endlichen Punkt 

Po der Ebene p können wir setzen t = p — po , es ist daher -^ = 1 und 



dt 

i :i . . dw 



= T-^ 



a = 0. Für den unendlich fernen setzen wir r = — , dann ist . — - , 

daher /a=— 2. Den letzteren Punkt lassen wir mit einem der wesentlich 
singulären zusammenfallen, was stets möglich ist 

Die den Eckpunkten des Kreispolygons A entsprechenden Werthe 
von p seien demnach 

00, Pii P2, • . . p«; 
an die Stelle des Integrals J{pq,gyhy) tritt dann \og {p—p,)'^ es ist also 

» = ii(*,+l)log(p-p,), 

ytal 

und mithin: 

y=I P — Py 

Der andere Coef&cient tp kann im Endlichen nur unendlich werden an den 
Stellen pi, ^27 • • • Pn, ^nd zwar an jeder dieser Stellen nur von der ersten 
Ordnung; er hat daher die Form: 

^ ^ g(p) 

wo 0{p) eine ganze Function von p bedeutet An der ausgezeichneten 
Stelle p= 00 ist • 

B = y/T"* = a(a— ÄolT'^+etc. 

Folglich muss G{p) vom Grade is — 2 und der Coefficient der höchsten 
Potenz p*"^ gleich (y((y — Ä„) sein. Es ist also 

Hiermit ist die Form der Differentialgleichung, in diesem Falle vollständig, 
bestunmt 

§. 15. 
Ist • die Fläche zweifach zusammenhängend, also (> = 1 , so können 
wir für ®(p, g) = die Normalgleichung vom Range Eins: . 
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und für w das Integral erster Gattung 

J q 

nehmen. Wir setzen voraus, dass u in einem der singulären Punkte, dem 
mit (^0 9 A,)) bezeichneten, verschwindet, und dass in diesem p und q unend- 
lich gross werden. Bei dieser Wahl der Grösse 10 ist ^le überall gleich 
Null; das Integral dritter Gattung ist: 

es ist also, wenn wir die übrigen singulären Punkte, ausser p = 00, 9 = 00, mit 

iPll9l)l {Pll9l)l • • • (Pn,qn) 

bezeichnen, 

Der andere Coefficient y^(p,q) wird im Endlichen ebenfalls nur an diesen 
n Stellen unendlich; er muss also die Form haben: 

tp{p,q) = ^M~^)+%{p,q), 

y=l ^ y — Pv 

wo Vü [P9 9) eitte ganze Function von p und q bedeutet. 

An der unendlich fernen Stelle können wir x durch u ersetzen, 
welches für p = oc , g = 00 von der ersten Ordnung verschwindet Es 
ist dann 

q = ^^+2ctii+-.- 

und, nach der bewiesenen Formel 

\p == a (a — A^) ii~^ + etc. 

Es wird also ^{p^q) von der zweiten Ordnung unendlich. JSc^s J^'^^'' ) 

wird aber nur von der ersten Ordnung unendlich; es muss daher V^ü(p> q) 
von der zweiten Ordnung unendlich werden und die Form haben: 

In der Gleichung 
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ist, also zu setzen: 

ys=l p — Pr 

Es ist zuweilen vortheilhaft, die ausgezeichnete Stelle p = <» > 9 = oo 
nach einem nicht singulftren Punkte zu verlegen. Alsdann hat man nur 
2»=:— 1 zu setzen, dann aber V' so zu bestimmen, dass für kleine Werthe 
von u: 

tf) = a(a+l)i»"^ + a-^i»"* + etc. • 

d& 

wird, wo Ai, den Coefficienten von 11" in der Entwickelung von A = 2-j- 

nach Potenzen von u bedeutet A ist hier gleich 9 {p, q). Nehmen wir 
z. B. den einfachen Fall, dass die Fläche begrenzt sei durch zwei unter 
einem Winkel In sich schneidende Gerade und einen Kreis, der innerhalb 
der Schenkel dieses Winkels liegt. Dann sind nur zwei singulare Punkte 
vorhanden, und für beide hat X denselben Wefth; es ist also a = it+l. 
Wir. denken uns u so gewählt, dass in dem einen dieser Punkte u = u', in 
dem anderen 11 = —n' ist; alsdann gehören zu denselben zwei Werthepaare 
{p',q') und ip'f—q')* Es ist also 

Dies ist eine tmgerade Function von u, also A = 0. 
Femer ergiebt sich 

Nun darf, da i4o = ist, 

für unendlich grosse Werthe von p und q nicht mehr unendlich werden. 
Daraus folgt, dass Ci+C2 = sein muss; es ist also 

und die Differentialgleichung lautet daher in diesem Falle: 

Journal fOr MathemaHk Bd. LXXXm. Heft 4. 44 
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Ersetzt man das Differential du durch dp, so verschwindet q ganz 
ans dieser Gleichung, und die Coefficienten werden rationale Functionen 
Yon p allein: 

'^'y ,( ^ + i .. iR'(p) \dy (A + l)(A+2)p'+C.P + g. „ _ 
dp* -^K p-p' "»^ R(p) ) dp "^ (p-p')fi(p) ^ ~ 

§. 16. 

Ist jede der Linien, welche die. Grenze der Fläche A bilden, ein 
vollständiger Kreis, so ist in dem Gebilde {p,q) gar kein singnlärer Pnnkt 
vorhanden. Für jede Stelle des Gebildes giebt es dann eine lineare Function 
x' von Xy welche dort von der ersten Ordnung unendlich klein wird; so dass 
in der Nähe jedes Punktes das Gebilde durch Potenzreihen einer solchen 
Grösse, x' dargestellt werden kann. 

p und q, als abhängig von x betrachtet, haben im Innern und auf 
der Grenze des Gebietes -4 den Charakter eindeutiger rationaler Functionen. 
Setzt man diese Functionen fort ttber Qine der Grenzlinien L hinaus, so 
erhält man zunächst p und q definirt für ein zweites GeJI)iet Ä, das aus 
dem vorigen durch Transformation der reciproken Radien entsteht und nur 
die Linie L mit A gemeinsam hat In dem aus A und A' zusammengesetzten 
Gebiete sind daher p und q eindeutige rationale Functionen von x. Dieses 
Gebiet ist durch 2p +1 Kreise begrenzt, und wir können es wieder über 
einen der Klreise hinaus erweitern, u. s. f.; aber da jedes neue Gebiet von 
dem früheren durch eine geschlossene Linie getrennt ist, .so sind p und q 
eindeutige Functionen, wie weit man auch das Gebiet derselben ausdehnen 
mag. Ihre charakteristische Eigenschaft ist, dass sie bei bestimmten linearen 
Transformationen, die sich auf q primitive zurückführen lassen, unverändert 
bleiben. 

Die Functionen ^i und y^, als deren Quotient x dargestellt wird, 
haben jetzt nur einen singulären Punkt, nämlich die ausgezeichnete Stelle 
{go)K\ behalten aber auch an dieser den Charakter ganzer Functionen. Hier 
ist nämlich, da i7 = p— 1, 

An jeder anderen Stelle dagegen: 

Für p=l nimmt die Differentialgleichung folgende Form an: 

^ + 0» = 0, 
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WO tf das Integral erster Gattung, c eine Constante bedeutet Denn setzen 
wir w = u, so ist an jeder Stelle des Gebildes ^ = und deshalb auch 
(p{p,q)=^0] ^{p,q) aber kann nur an der ausgezeichneten Stelle (go^K) 
unendlich werden. An dieser aber muss die Entwickelung von tp(p, q) mit 
folgenden Gliedern beginnen: 

y^iPf 9) = t;(a+l)ii~* + a^i»"* + etc. 

Ntm ist aber a = p — 1 = ; folglich kann y/ an keinef Stelle unendlich 
gross werden und muss somit eine Constante sein. Zwei particuläre Inte- 
grale dieser Gleichung sind 

y'^e^^ und y" = e— »^^. 

Der Quotient beider muss eine lineare Function von x sein; wir er- 
halten also: 

Bezeichnen wir mit 2 01 die reelle, mit 2co' die imaginäre Periode 
des Integrals «1, so muss log — Jy- sich um ±^n% vermehren, wenn « 
in 11+201 Übergeht. Daraus folgt: 

V— c2co = 711, 

oder: c = 



Die Differentialgleichung für yi und ^2 lautet also vollständig: 

In dem Falle p =' 2 , wo das Gebiet A von drei Kreisen begrenzt 
ist, können wir für ©(/?, 9) = 4ie Normalgleichung vom Range 2: 

(f = ^p''-i2p''-g^p^-g^p-gs ^R{p)' 

setzen, und für tp das Integral erster Gattung: 

Hier ist fi nur an der nnendlicb fernen Stelle von Nnll verschieden, 
lind zwar ist hier fi = 2. Wenn wir daher diese als die ausgezeichnete an- 

44* 
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nehmen^ so ist ^=0 und y^{p,q) eine ganze Function von p und 9^ da 
sie nur für unendlich grosse Werthe von p und q unendlich wird. 

Wir setzen, um die Entwickelung von tp in der Nähe dieser Stelle 
zu erhalten, p = T~^ Dann geht, durch Einführung des DiflfereHtials dt, 
die Gleichung für y in folgende ttber: 

WO • 



^ = V'(-^y = 2T-+.i,T->+ 



etc. 



ist Nun ist offenbai* q eine ungerade, -^ eine gerade Function von t. 

Daraus folgt, dass auch A ungerade und deshalb ^ =^ ist -r^ beginnt 
mit dem Gliede — r'^ ; es ist also 

rp = 2T"® + CiT"*+C2T"^+etc. 

Hieraus folgt, dass tp diese Form haben muss: 

tp = 2p' + hrp'+h2p+lh. 
Die Differentialgleichung wird also folgende: 

-^ + (2p'+hy+h,p+h,)y = 0. 

Es möge dieselbe Untersuchung noch fttr den Fall (^ = 3 durch- 
geführt werden. Hier kann die Normalgleichung, welche nur ein unendlich 
fernes Element besitzt, drei verschiedene Formen annehmen: 

(I.) &(p,q) = fl^-Ä(p), 



wo 
ist 
wo 



R{P) = P' + ^2P* + — + ^7 

(HO ®Cp, q) = q'+G2{p)q-G,{p)^0, 



G'i(p) = 9y+9iP+95^ 

Gi(p) = p^+g^p^A-p'iP+gl 

(HI.) ®{p,q)=^q'-9q'+pF(ip)q^p'G{p)^0, 
wo g eine Constante, 

f(p) = gip'+giP+gj, 
<?(p) = t^+gip'+g'iP+gs 

ist 
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Die beiden ersten Fälle haben das Gemeinsame, dass die Qleichnng 
keinen Doppelpunkt besitzt; woraus folgt, dass jede rationale Function von 
p und q, welche nur ah der unendlich fernen Stelle des Gebildes unendlich 
gross wird, sich als ganze Function dieser Grössen darstellen lassen muss. 
Wir können in diesen beiden Fällen 

dp 



dw = 



^ ®(p>q) 



setzen; nehmen wir dann p==cx>, 9 = 00 als die ausgezeichnete Stelle, so 
ist /Uo = 4, und fttr jede andere Stelle ^ = 0. Daraus folgt, dass die Glei- 
chung für y die Form hat: 

wo y^{p^ q) eine ganze Function von p und q bedeutet, und zwar von dem 

zehnten Grade, da -^ von der vierten Ordnung unendlich klein, v(-^) 

aber von der zweiten Ordnung unendlich gross wird. Es muss in Folge 
dessen im ersten Falle 

VCft?) = lhp^+hiP*+*^'+h+{Kp + h'i)q, 
im zweiten: 

sein. Von den acht Coefficienten h lasscQ sich zwei bestimmen durch die 
Formel 

y^i-^y = (y(a-Ä«)T-H(a4,+ (iü+l)c,)T-'+etc. 

Diese nimmt hier, da a = ()— 1=:2, Au = — 1 ist, folgende Gestalt an: 

• V'C-^y = 6T-H2^T"^+etc. 

Wir können für das erstere Gebilde, wo p an der unendlich fernen Stelle 
von der zweiten Ordnung unendlich wird , setzen : p = t~~^, und ebenso für 
das zweite: p = t~^; dann wird A^ = 0, ♦ 

^ ^ -T*+aT«+/?T^+etc., 

V {P9 ?) =^ 6 'i^"^" + Ci T"** + C2 T""' + etc. 
Hieraus ergiebt sich in beiden Fällen: 

A, = 6, A,. = 0. 



350 Schottky, conforme Abbildung mehrfach zusammenhängender ebener Flächen. 

Es bleibt nocb der dritte Fall übrig. Dieser ist allgemeiner als die 
beiden vorigen, weil nur in diesem die Gleichung ®(p, ^) = die volle 
Anzahl wesentlicher Constanten, nämlich 6, enthält* Hier setzen wir 

pdp 



dw = 



^ ®(p,g) 



dq 



Dies ist ein Integral erster Gattung. Die Entwickelung von -j- an der 

unendlich fernen Stelle beginnt, wenn wir dort p = r"^ setzen, mit — t^; 
da nun Sfi == 4 ist, so muss noch eine Stelle g^ki vorhanden sein, fllr welche 
^ = 1 ist. Dies ist die Stelle /? = 0, q = g. 

Wir haben also ein Integral dritter Gattung & zu bilden, welches 
sich an dieser Stelle in folgender Weise entwickeln lässt: 

» = i^logT+d^u+i^iT-hetc., 

und an der unendlich fernen Stelle: 

^ = -^iogT+di,+^;T+etc., 

sonst aber Überall den Charakter einer ganzen Function hat. Ein solches ist 



. = ,A 



Es ist also 



vip^q) = 



_ <l' 



P 
y^ip, q) kann ausser an der unendlich fernen Stelle nur unendlich werden 

für p i= 0, q = g, und zwar da v("t~) ^n dieser letzteren Stelle nur ganze 

Potenzen von r enthalten darf, von nicht höherer als der zweiten Ordnung. 
An äer ausgezeichneten Stelle p = «^ , gr = oo wird dagegen ip von der 

achten Ordnung unendlich, da -r- mit — r' anfängt 

P^^iPy 9) = ^(Pj q) i»t äIsö eine Function, die nur an der unendlich 
fernen Stelle unendlich wird, udd die an dem Doppelpunkte des Gebildes: 
p = 0, (jf = von der zweiten Ordnung unendlich klein wird. Eine solche 
Function muss sich darstellen in der Form: 

F{p,q) = p'L{p)+pqM{p) + q'Ti[p), 

wo Lj M, N ganze Functionen von.p bedeuten. Femer, da, fllr unendlich 
grosse Werthe von p und q, F(p, q) von der vierzehnten Ordnung unend- 
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lieh wird, müssen L{p) und if(p) vom zweiten, N{p) vom ersten Gbrade 
sein. Wir erhalten also : 

F{p,q) = {h,p+h,)q' + {Kp' + Kp'+lhp)q+Kp'+h';p' + h:;p\ 

m 

Von diesen acht Coefficienten werden wiederum zwei durch die für 
unendlich grosse Werthe von p und q geltende Formel 

y;(_^y. = 6T-H2^T-^+etc. 

bestimmt, und zwar ergiebt die Entwickelung : 

AJ, = 6, Aü = — 23^1. 
Wir bekommen also folgende Differentialgleichung: 

p und q sind durch die Gleichung 

®(P,?) = g'-9q' + (9ip'+97p'+9zP)q-{p'+9ip'+92p'+g,p') = 
verbunden, 

FiP.q) = i-2g,p+h,)q'+i6p' + Kp%Kp)q + Kp'-\'K'p'+Kp'' 
und 

wenn ®i die Ableitung von @{p, q) nach q bedeutet 
Berlin, 1877. 
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